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Capitolo 1

Definizione di segnale

In analogia con la sua accezione nel linguaggio comune, un segnale rappresenta uno strumento per tra-
sferire informazione. In altri termini, il segnale rappresenta il veicolo fisico dell’informazione. Scopo
della Teoria dei Segnali ¢ rappresentare e caratterizzare i segnali, nell’ottica di definire i presupposti
matematici per la loro elaborazione e il loro impiego nei sistemi trasmissivi. Nel seguito forniremo
due esempi che motivano la necessita di predisporre una base teorica per lo studio dei segnali.

1.1 Conversione analogico—digitale

SORGENTE
AUDIO

Y
CONVERSIONE ACUSTICO/ELETTRICA
+ —— SEGNALE ELETTRICO ANALOGICO

| CONVERSIONE A/D |

| MASTERIZZATORE |

Y

| LETTORE CD |
Y
| AMPLIFICATORE |
[ALTOP AiL ANTE | __ CONVERSIONE ELETTRICO/ACUSTICA

v

SEGNALE ACUSTICO
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Per noi un segnale ¢ generalmente elettrico. Operare una conversione analogico—digitale significa
trasformare un segnale analogico in una sequenza di bit.

FLUSSO

CONVERSIONE A/D [—> DI BIT

CODIFICA
CAMPIONAMENTO —>| QUANTIZZAZIONE [—| BINARIA

Passi per una conversione A/D:
e campionamento

e quantizzazione (¢ una tecnica che associa ad ogni valore di tensione il valore rappresentativo
del suo intervallo; ad es., tutti 1 valori che cadono nell’intervallo 1.4 + 1.6 vengono mappati sul
valore 1.5)

e codifica binaria

VALORE TENSIONE CODIFICA
DI TENSIONE —> | QUANTIZZAZIONE |—> QUANTIZZATA: —> BINARIA A 8 BIT:
1.4556 1.5 10001110

Nel lettore CD e inclusa anche una conversione digitale—analogica. All’interno di tale converti-
tore, 1’operazione fondamentale ¢ I’interpolazione, che & 1’operazione duale del campionamento. 11
segnale elettrico in uscita dal lettore CD deve essere una riproduzione fedele del segnale elettrico
di ingresso. Quindi in questo corso analizzeremo, caratterizzeremo, rappresenteremo 1 segnali. L’e-
sempio descritto fino ad ora corrisponde all’elaborazione di un segnale. Tratteremo con maggiore
profondita il blocco di campionamento e faremo dei cenni alla quantizzazione.

1.2 Sistema di comunicazione

Un sistema di comunicazione puo essere rappresentato tramite i seguenti blocchi.

SIMBOLI BINARI SEGNALE ELETTRICO

' T MEZZO ' X ﬁ X
( : ) = TRASMISSIVO Rx @
SORGENTE DESTINATARIO
NUMERICA

Il canale di comunicazione, nel migliore dei casi, non fa altro che attenuare il segnale; quindi, per far
attraversare la tratta passiva al segnale, & necessario imprimergli una certa potenza.

Un segnale, pur essendo una funzione reale, verra trattato come una funzione complessa di varia-
bile reale.

Definizione di segnale: un segnale ¢ una grandezza fisica che varia nel tempo e viene denotato
tramite la funzione s(z). Nel caso di segnale elettrico, la grandezza fisica & una grandezza elettrica.
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1.3 Classificazione dei segnali: determinati e aleatori

Il segnale si dice determinato se ¢ descritto da una ben precisa legge, che per ogni valore di ¢ consente
di determinare il valore di s(z).

Esempio: s(1) = Acos(27fot) con A, fo € Rt e fj espressa in Hz. Illustriamo 1’andamento con un
grafico.

La frequenza non ¢ altro che il numero di cicli nell’unita di tempo. La pulsazione ¢ definita come
Wy = 27 fo.

Un segnale aleatorio ha un andamento temporale non predicibile sulla base di una legge assegnata.
Il comportamento di un segnale aleatorio ¢ descrivibile solo in termini stocastici.
Esempio: ad intervalli regolari di tempo eseguo il lancio di una moneta. Se il risultato ¢ festa, si
assegna al segnale il livello di tensione positivo A, che viene mantenuto inalterato per tutta la durata
dell’intervallo T'; se esce croce, si assegna —A.

A s(t)

TESTA  TESTA  CROCE  TESTA
Y Y Y

Questo & un possibile andamento di s(¢), ma non & ’unico: per verificarlo, basta cambiare I’esito della
sequenza di lanci. Tratteremo i segnali aleatori nella parte finale del corso.
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1.4 Segnali analogici e digitali

Sia per i segnali determinati che per quelli aleatori, indichiamo con

e T: dominio di s().
Se T =R, s(¢) & di tipo tempo continuo (esiste ed & definito per qualunque ¢). Se T = Z(T) =
{...,—2T,—T,0,T,2T,...}, s(t) & di tipo tempo discreto (esiste ed & definito per alcuni valori
di ¢, I’'insieme di questi valori ¢ di cardinalita numerabile).

e C: codominio di s(t).
Se C =R, s(t) & ad ampiezza continua. Se C=7Z(q) ={...,—29,—q,0,4,2q,...}, s(t) & ad
ampiezza discreta (Z(q) deve essere a cardinalita finita).

T=R T =7(T)

Segnali a tempo continuo
€ ampiezza continua
(segnali analogici)

Segnali a tempo discreto
e ampiezza continua
(segnale campionato)

C=7Z(q) | Segnali a tempo continuo
e ampiezza discreta
(segnale quantizzato)

Segnali a tempo discreto
e ampiezza discreta

Un segnale si dice analogico quando varia in maniera analogica rispetto al fenomeno che rappresenta.
Un segnale digitale o numerico ¢ un segnale a tempo e ampiezza discreta ma con ampiezze codificate
(ad ogni elemento di Z(q) associamo una stringa binaria).

Segnale analogico (andamento grafico)

s(t)

\V t
Segnale campionato (andamento grafico)

A s(nT)

| i1

«ee2T-T | AT 5T «--
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T = quanto temporale. Se T = 1 = s(n) = s(nT) & una sequenza. Si parla di sequenza quando il
quanto temporale ¢ pari a 1.

Segnale quantizzato (andamento grafico)

A s(t)

_I_'_I_
L il
_I_I_I_

t

Segnale digitale (andamento grafico)
A s(nT

)
N |‘|||‘ )
|

Ci occuperemo di segnali analogici e chiameremo segnali continui quelli che presentano tempo
continuo e segnali discreti quelli che presentano tempo discreto; sottintenderemo che 1’ampiezza ¢
continua.

1.5 Parametri energetici di un segnale

Ad ogni segnale possiamo associare un contenuto energetico, espresso da

2
E(T) 2 /T/ |s(r)[%dt (1.1)

-7)2

che chiamiamo energia di s(t) riferita all’intervallo temporale (—T /2,T /2), in cui assumiamo in
generale che s(¢) sia una funzione complessa di :

s(t) =sgr(t)+ jsi(t) (1.2)

dove sg(t) e s;(t) sono funzioni reali di 7.
Ora supponiamo che s(¢) rappresenti una tensione reale. In tal caso, s>(¢)/R rappresenta la potenza
dissipata su un resistore ai cui capi sia applicata la tensione s(¢), mentre E4(T) rappresenta 1’energia
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che viene dissipata su un resistore unitario. Effettuiamo il limite per 7 che tende a oo di E(T) e ci
chiediamo se converge. In caso affermativo, definiamo 1’energia di s(t):

E; = lim E (T) (1.3)

Quindi, il segnale s(r) ¢ detto segnale ad energia finita o segnale di energia se 0 < Es < oo, cio¢ se
E(T) converge a un valore finito e non nullo.
Se lim7_.. E5(T) non converge, definiamo la potenza media di s(z) nell’intervallo (=7 /2,7 /2):

E(T)

T (1.4)

et [ s

= = N t=
’ T J)-1)2

Dire che limy_.E¢(T) non converge significa dire che il segnale possiede energia infinita, ecco
perché si tenta di definire una potenza. Definiamo la potenza media di s(t):

P2 Jim R(T) (1.5)

Il segnale s(¢) & detto segnale a potenza finita o segnale di potenza se 0 < Py < oo, cioe se Ps(T)
converge a un valore finito e non nullo.

L’ipotesi di ampiezza finita ci permette di dire che i segnali di energia e i segnali di potenza
costituiscono due classi disgiunte, cioe che un segnale o ¢ di potenza oppure ¢ di energia ma non puo
essere sia di potenza che di energia.

Esempio di segnale di energia:

s(1)

t

~|

o0 +1/2
ES(T):/ |s(t)|2dt:/ / A2dt = A2[F+1/2—F+1/2) = A (1.6)
—oo —1/2

Esempio di segnale di potenza:

s(t)

N 7
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1.6 Segnali periodici

Diremo che s(t) & periodico se esiste un Ty tale che s(t) = s(r + Tp), Vz. In tal caso, vale anche la
condizione

s(t)=s@t+Ty) =s(t+2Ty)=---=s(t+nTy) , Wt (1.7)

Si dice periodo il piu piccolo tra gli intervalli temporali per cui vale quest’ultima condizione. Eviden-
temente, un segnale periodico ha durata illimitata.

Esempio: andamento di funzioni periodiche, s(t) = A cos(27 fyt)

Dobbiamo cercare il pit piccolo valore di Ty che soddisfi la definizione appena data. Verifichiamo che
il periodo vale Ty = 1/ fy:

s(t+nTy) = A cos[2n fo(t +nTy)] = A cos[2mfor + 27 foTon] = A cos[27 fot +27n]

= A cos(2mfot) = s(t) (1.8)
Altro esempio, che generalizza quello appena proposto:
s(t) = A e/ = A cos(2mfot) + j A sin(27 for ) (1.9)
Anche in questo caso, il periodo & Ty = 1/ fp:
s(t+nTy) = A e/2mHIFT0) — g oI28fot pI2RfTon — A oI27fo! gj\zfj = AP0 — (1) (1.10)

=1

Il seguente segnale, corrispondente alla finestrazione di una cosinusoide, non ¢ periodico:
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VA

Il segnale periodico appena esaminato ¢ di potenza. Calcoliamo la potenza media di un generico
segnale periodico.

As(t)

~

R 5
P, = lim — |s(t)|“dt (1.11)
72

T—oo

Vogliamo trovare un’espressione pitt semplice ponendo 7' = (2N + 1)Tp; per far tendere T a oo si fa
tendere N a oo:

P=gim vy [ par= L [ (s(0)pa (112

m-————- + / st t = — / St t .
N—ow (2N 4+ 1)Tp —Ty/2 Ty J-1)2

Questa ¢ I’espressione della potenza media di un segnale periodico. Evidentemente, 1’energia dello

stesso segnale diverge:

T/2 To/2
Eo=lim [ |s(0)Pde = lim (2N +1) /

To/2
15(t) 2t = / Is()2dt - Tim (2N +1)
T—eoJ-T/2 —To/2 —To/2 N—eo

(1.13)
=ToBy- lim 2N +1) —

As(t)

AN
VA
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Esempio: calcoliamo la potenza di s(t) = A cos(27 fyt), sapendo che Tp = 1/ fp.

b 1 /TO/Z | ()|2d 1 /TO/Z r 2<2 \d A2 /To/z 1[1 “ N
- s(t t=— CcoS Tiot)dt = — —|1 4+ cos(4mfot)|dt
YTy To J-1y)2 Jo Ty 2 Jo

-Tp/2
A? A% D)2 A? (1.14)
=—+—/ cos(4x fot)dt = —
2 2Ty ) on (4nfor)dt ==
-0

Si definisce valore efficace: sy = /P; = A/V/2.

1.7 Segnali alternativi

Un segnale periodico s(¢), di periodo Tp, & detto alternativo se s(t) = —s(t + Tp/2).
L’esempio s(t) = A cos(27 fyt), fatto precedentemente, corrisponde a un segnale alternativo:

J

Definizione della media:

1 (T2
= lim — t)dt 1.15
sm = lim — _T/zs( ) (1.15)
Per un segnale periodico si ha:
1 T0/2
Sm = —/ s(t)dt (1.16)
To J-1y)2

Evidentemente, un segnale alternativo ha valor medio nullo; infatti, si ha:

P TO/zs(t)dt:i{/O s(6)di+ /OTO/zs(t)dt}

N F() —T()/Z T() —T()/Z

) 0 0 (1.17)
=7 V_To/zs(t)dt—/_To/zs(t)dt} =0
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1.8 Segnali causali

Un segnale s(¢) si dice causale se s(t) = 0 per t < 0 o, piut in generale, se s(t) = 0 per ¢ < fy. Il senso
di questa definizione risultera chiaro piu avanti, quando verra introdotta la risposta impulsiva di un
sistema.

1.9 Durata di un segnale
Definizione 1 La durata di un segnale ¢é definita come misura del supporto della funzione s(t).

Nel caso del primo esempio fatto di segnale di energia, la funzione s(¢) & centrata in 7, di ampiezza
Adaf—1/2 af+1/2 e nulla altrove; la sua durata & pari a 7, cio¢ all’ampiezza dell’intervallo
temporale su cui s(z) € non nullo.

Marco: e decisamente ora di mettere le figure come si deve, dentro I’ambiente figure e con
delle label che permettano di referenziarle!

1.10 Somma e prodotto di segnali

Siano dati due segnali rappresentati dalle funzioni del tempo s;(7) € s2(7).
Si definisce la loro somma come il segnale rappresentato dalla somma delle corrispondenti funzioni:

Ssomma(t)zsl(t)‘f‘SZ(l) (1.18)

Si definisce la loro differenza come il segnale rappresentato dalla differenza delle corrispondenti
funzioni:

Sdifferenza(t) =51 (t) - S2(t) (119)

Si definisce il loro prodotto come il segnale rappresentato dal prodotto delle corrispondenti funzioni:

Sprodotto(t) =51 (t) ‘SZ(I) (1.20)

1.11 Traslazione di un segnale

Per gli scopi di questa discussione, consideriamo la definizione di un segnale notevole, detto gradino

unitario:
1 t >0
u(t) 2 { pet (1.21)
0 pert<O

A u(t)

~ Y
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Ora consideriamo una versione traslata di questo segnale: u(f —ty); sulla base della definizione appena
data, si ha
1 t—t9 =0 1 >t
w(t —gg) =4 PITOZE_ )L PeEEZl (1.22)
0 pert—1 <0 0 pert <t

Quindi, se #p > 0, u(t — 1) ha il seguente andamento:

u(t —1ty)

~ Y

Questo esempio illustra la traslazione di un segnale: sostituire I’argomento ¢ con ¢t —ty per fo > 0
corrisponde a traslare il segnale verso destra, cioe a ritardarlo; analogamente, sostituire 1’argomento
t con t +tq per to > 0 corrisponde a traslare il segnale verso sinistra, cioe ad anticiparlo. Ovviamente,
1 tipi di traslazione (ritardo e anticipo) si scambiano se 7o < O.

1.12 Esempi di segnali notevoli

Osservazione. Un segnale di energia & associato a una funzione s(¢) di classe L?. Se s(¢) & un segnale
di energia,

/ (1) 2dt < 400 = s(1) € IA(R) (1.23)
Se s(¢) € un segnale impulsivo,
/ s()|dt < 400 = s(t) € L'(R) (1.24)

Esempi

1. Segnale costante e limitato. s(f) = A V¢, A € R.

A s(1)

~ Y

—00<——T/2 T‘/2—>oo
T

Nel grafico si considera il caso A > 0 (A € R™).
L’energia di s(¢) riferita all’intervallo temporale (—7 /2,7 /2) &

/2 )2 /2
Ey(T) = / 15(1) 2t = / A2di = A? / di = AT (1.25)
~T/2 -T/2 -T/2
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quindi I’energia di s(z) &

E; = lim E(T) = lim AZT:Aleim T =A% 00 = oo (1.26)
Poiché E; ¢ infinita, s(¢) non ¢ un segnale di energia. Quindi ci chiediamo se sia un segnale di
potenza.

La potenza media di s(¢) nell’intervallo (—7 /2,7 /2) &

PT—l e zd—lET—lAzT—Az 1.27
s()—T_m!S(t)\ t—Ts()—T = (1.27)

N

Poiché la potenza istantanea del segnale |s(z)|?> & costante e identicamente pari ad A2, Py(T) &
finita e indipendente da 7', quindi evidentemente P; = Ps(T):

| 2

P, = lim P(T) = PA(T) =A% <o (1.28)

Poiché 0 < P; < T, s(t) & un segnale di potenza.

Evidentemente, poiché i parametri energetici fanno riferimento al modulo quadro del segnale,
si ottengono gli stessi risultati anche per A < 0.

Il caso A = 0 non ¢ di particolare interesse, perché corrisponde al caso degenere di segnale
identicamente nullo.

Se, piu in generale, A ¢ complesso (A € C — R), le espressioni ricavate continuando a valere,
purché si sostituisca A> con |A|?.

2. Segnale a gradino.

A pert>0
s)y=47 PTEV _Aun) , AeRr (1.29)
0 pert<O
A s()
A
—co— —T/2 T/2—e !
T

Nel grafico si considera il caso A > 0 (A € R™).
L’energia di s(¢) riferita all’intervallo temporale (—7 /2,7 /2) &

T/2 T/2 T/2 2
ES(T):/ |s(t)]2dt:/ Azdt:Az/ ar =2 (1.30)
) 0 0 2

quindi I’energia di s(¢) &

E, = lim E,(T) = li AT _A -t (1.31)
= 11m = 11m — = — 11m = — 00 — ©0 .
s T —oo § T —oo 2 2 T —oo 2
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Poiché E; ¢ infinita, s(¢) non ¢ un segnale di energia. Quindi ci chiediamo se sia un segnale di

potenza.
La potenza media di s(¢) nell’intervallo (—7 /2,7 /2) &
1 (T/2 ) 1 1 A’T  A?
P(T) == H)|7dt = zE((T) = =+ —— = — 1.32
()= 3 [ 0P = ZE(T) = 5= (1.32)
Anche in questo caso, Py(T) ¢ finita e indipendente da 7', quindi
A2
Ps:Tlim PS(T):PS(T):7<0<> (1.33)

Poiché 0 < P; < T, s(t) & un segnale di potenza.

Si nota che la potenza media ¢ dimezzata rispetto al segnale costante della stessa ampiezza;
questo risultato puo facilmente essere compreso osservando che la durata (infinita) del segnale
¢ appunto “dimezzata”.

Abbiamo appena visto due esempi di segnale a potenza finita.

Ora consideriamo una versione traslata del segnale appena visto:

s(t) =Au(t —1ty) (1.34)

Se tp > 0, s(¢) ha il seguente andamento:

—c0 = —T)2 | L ) SO
T

L’energia di s(¢) riferita all’intervallo temporale (—7 /2,7 /2), per T sufficientemente grande
(T/2>1),¢
T/2 ) /2 )
Ey(T) :/ s()Pdi = [ A2 = AX(T )2 —10) (1.35)
7T/2 to
quindi ’energia di s(¢) & infinita anche in questo caso.
La potenza media di s(¢) nell’intervallo (—7/2,T/2) &

1 1
P(T) = 7 E(T) = TAZ(T/2—t0) = A%(1/2—10/T) (1.36)
e la potenza media di s(z) ¢
. . 2 2 . Azf() 2 142
P, = Thm P(T) = Thm [A“(1/2—1/T)]=A /2—T11m e =A"/2-0= > (1.37)

Poiché 0 < Ps < oo, si tratta ancora di un segnale di potenza.

Confrontando questi ultimi risultati con quelli ottenuti per 7o = 0, si nota che la traslazione non
ha modificato I’energia e la potenza media del segnale; ¢ facile convincersi che questo ¢ un
risultato di validita generale.
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3. Impulso rettangolare.

Definiamo la rect(-) come segue:

A |1 perft]<1/2

rect(t) = 0 perl>1/2 (1.38)
A rect(z)
1

—12 | 1,2 B

La rect(-) puo essere scritta come differenza tra due opportuni gradini traslatiﬂ:

rect(t) = u(t+1/2) —u(t —1/2) (1.39)
A
u(t+1/2) '
i u(t—1/2)
""" B f

L’impulso rettangolare di durata T, con T € R™, pud essere definito proprio in termini della
rect(-):
T
1 pertf| < 3
t
Ge(1) = rect <;> - - (1.40)
T
0 > =
per |1 > -

| =

t
! per 7] <
per |-

1t
0 H >
per |~

dove, nell’argomento della rect(-), il numeratore indica la variabile temporale, il denominatore
rappresenta la durata.

ISi potrebbe notare che in realta, con le definizioni scelte, la (T.39) non vale per = 1/2: rect(1/2) = 1 # u(1/2+

1/2) —u(1/2—-1/2) = u(1) —u(0) = 1 — 1 = 0. Questa anomalia potrebbe essere risolta definendo rect(r) come pari a 0
int = 1/2, ma questa scelta comporterebbe altre analoghe piccole incongruenze. Il problema pud essere risolto definendo
i segnali notevoli in questione in modo tale che, nei punti di discontinuita, assumano il valore medio tra il limite destro e
il limite sinistro; questa scelta sarebbe anche coerente con i risultati forniti dall’antitrasformata di Fourier, come ci dice
il criterio di Dirichlet. D’altra parte, lo stesso criterio ci assicura che due segnali che differiscono solo su un insieme di
punti di misura nulla hanno la stessa trasformata, a conferma di cid che & comunque facile intuire, cio¢ che la discussione
in questione non ¢ di interesse pratico. Per questi motivi, nel seguito, sui punti di discontinuitd, i segnali potranno essere
definiti in modo da rendere semplici e leggibili le espressioni analitiche e, volutamente, non si porra attenzione alla validita
nei punti di discontinuita di uguaglianze analoghe alla (T.39).
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A rect(t/7)

t

—7/2 7/2

Un impulso della stessa durata, di ampiezza A e che inizi nell’origine, puo essere scritto come

segue:
0 pert<O
s(t)y=CA per0<r<7 (1.41)
0 pert>1
A s(t)
A
T)Z T 7

e puo essere espresso in termini di impulso rettangolare ovvero di rect(-):

t—1/2 r 1
s(t):AGT(t—T/Z):Arect( o/ ) = Arect (———) (1.42)
T T 2
oppure puo essere espresso come differenza di opportuni gradini traslati:
s(t) =Alu(t) —u(t — 7)) (1.43)
A
A
T ) —
: ‘
—A f e mmmemean

Consideriamo s(¢) = rect(z/7); si tratta di un segnale di energia:

oo T/2
Es:/ \s(t)|2dt=/ / 12di =17 < 4o (1.44)
—oo —1/2
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Si ottiene lo stesso risultato se si considera lo stesso segnale ritardato di #y:

t—1

s(t) = rect (T) (1.45)

r—1
rect i
T

1 -
| t

th—71/2 ty to+71/2

dato che una traslazione dell’asse dei tempi non modifica I’energia di un segnale.
A questo punto, ci aspettiamo che 1’energia di

t—t A h—T/2<t<tyh+7/2
s(t) = Arect (—0) = perfo — 7/ 0+7/ (1.46)
T 0 altrove
sia pari ad AZ7; infatti:
oo t0+T/2
E,= / |s(t))?dt = / Aldr =A%t (1.47)
—oo fo—1/2
Evidentemente, i segnali impulsivi in questione hanno potenza nulla, quindi non sono segnali

di potenza.
Esprimiamo un segnale rettangolare non nullo da #y a #; come differenza tra due opportuni
segnali a gradino:

s(t)=u(t—to)—u(t—t;) , 1>t (1.48)
ult — 1
b (t —10) S
vu(t—t)
W 10 n t
s(t)
I —1o
1,,,,
o T gl t
ot
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Come si vede dalla figura, si puo scrivere che

;_ foth
s(t) = rect ( 2 ) (1.49)

I —1

4. Esponenziale unilatero decrescente: s(r) = Ae~/%u(r), A,7 € R*; il prodotto per u(t) corri-
sponde a considerare I’andamento dell’esponenziale solo per ¢ > 0.
Si ha
s(t)y=Ae u(t)=Ae ' 1=4/e (1.50)

(o)

Tt

L’inverso della costante T ¢ una misura della rapidita di decadimento del segnale: valori piu
piccoli di 7T corrispondono a un decadimento piu rapido, mentre valori di 7 piu grandi corri-
spondono a un decadimento piu lento.

T/)2 T/)2 T/2 _ T/2
Ey(T) = / |s(1)|Pdt = / (Ae™/™)2dr = / A2e2/7gp = A2 —F /e
-T/2 0 0 2 O 15
AZT _2rT -0 A2’C —T/T A2T —T/"L' )
== (T et) e =TT
<1
A’t A1 e AT
o _ AT AT, —r/r_ AT
Es,= ThB:OES(T) = 5 Thﬂle = (1.52)
=0

Quindi si tratta di un segnale di energia, anche se di durata illimitata. Ovviamente, si ha P; = 0.
Dimensionalmente i conti tornano, perché A & una tensione al quadrato e T & un tempo.

I segnali rettangolari visti e I’esponenziale unilatero rientrano nella categoria delle funzioni
impulsive.

5. Segnale armonico reale: s(f) = A cos(27 fot + ¢p), con Tp = 1/ fy, e dove ¢y € una fase iniziale.
Si ha
5(0) =A cos(2mfy- 0+ @) = A cos(¢p) (1.53)
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Dalla figura si deduce che
2xfoly + o =2kt = 0=—=—-=——-1p (1.54)

Ad esempio, per ¢y = —7/2,sihafy =Ty/4 e s(t) = A sin(2m fot ).

La periodicita di s(7) pud essere dimostrata in modo completamente analogo a come ¢ stato
fatto per ¢y = O nella sezione in cui sono stati introdotti i segnali periodici.

Evidentemente si tratta anche di un segnale alternativo, di conseguenza il suo valor medio ¢
nullo:

1 [T 1
Sm = —/ A cos(2mfot + @o) dt = —A sin(27 fot + <p0)|(T)°
T() 0 TO 277:f0 (155)
A . A .
= 5 8In(27 + @n) —sin(@p)] = 5—[sin(gy) —sin(gn)] =0
Calcoliamo la potenza media di s(z):
__ / 15(0) 2t = / cos> (27 fot + @)
A2 1 A% oo AT Th
/ {1+ cos[2- (27 for + o)| i = di +—/ cos[2 - (27 fot + @o)]dt
27 2T
A2 A? A?
- T+ .0="
2T 0T an 0=73
(1.56)

Si osserva che si ottiene la stessa potenza media (e quindi anche lo stesso valore efficace) otte-
nuti per ¢p = 0; in effetti, ¢y introduce semplicemente una traslazione sull’asse dei tempi, che
non modifica la potenza media del segnale; infatti, I’espressione di quest’ultima non contiene
alcuna dipendenza da ¢y.
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6. Segnale armonico complesso: s(r) = A e/ 2T/oI+) = A cos(27 for + o) + j A sin(27 for + @p),

con Ty =1/ fp.
Questa ¢ la generalizzazione al caso complesso della funzione armonica. E un segnale di
periodo Tp:

s(t+Tp) — A /2H(+T0)+90] — A o/ Crfot+ ) | pi27foTo — A o/ R7fo1+ ) | 27
~~
=1 (1.57)
— A o/ Cmfor+90) — s(t)
La sua periodicita si puo osservare anche considerando la periodicita delle sue parti reale e
immaginaria:
s(t) = A e/ PFIIF90) — A cos(27 for + @o) +j A sin(27 for + @) (1.58)

SR(I) S[(l)

Calcoliamone la potenza media:

1
=7

T T T
/ 0 15(0) 2t = i/ OlAej(an0t+(p0)|2dt _ i/ 0 A2 - R for+00) 2 g
0 Tp Jo To Jo ~——

=1 (1.59)

F

1 (T, 1 2
=—/ Aldt=— A2 Ty=A
To Jo Ty

Abbiamo ottenuto un valore finito e non nullo, quindi si tratta di un segnale di potenza.

Si nota che la potenza media ¢ doppia rispetto all’esempio precedente; in effetti, la potenza me-
dia complessiva ¢ la somma delle potenze medie delle parti reale e immaginaria; la parte reale
ha la stessa potenza media calcolata nell’esempio precedente; la parte immaginaria ¢ uguale
alla parte reale, a meno di uno sfasamento di 7 /2, ovvero di una traslazione, quindi ha la stessa
potenza media della parte reale; in sintesi:

A? A? )
5 o Py=Py=7 . R=PytP=2P=A (1.60)

P, =

7. Treno di impulsi.
A partire da un segnale impulsivo s(), si puo ottenere un segnale s,(t) periodico per costruzio-
ne, sommando infinite repliche traslate di multipli interi di quello che si vuole che sia il periodo

risultante: .
sp(t) =Y, s(t—kTy) (1.61)
k=—o0
Verifichiamo la periodicita:
spt+To) =) s(t+To—kTy)= Y sit—(k—1Ty)" = s(t—K'Ty) =s(t) (1.62)
k=—o0 k=—o0 K =—oo

Il segnale periodico risultante non ¢ altro che una ripetizione di un impulso limitato nel tempo,
quindi si puo scrivere che

~+oo

sp(t) = Z s(t —kTy) = repy, s(t) (1.63)
k= —oo
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I periodo Ty puo essere stabilito arbitrariamente.
La seguente figura illustra il caso in cui s(#) = Arect(r/7) sia un segnale rettangolare con 7 < Tj.

A 5p(t)
s(t+2Tp) ' . A s(t —Tp) s(t —2Tp)

—2Ty / -1 \ 77/2 T/2 / Ty \ 2Th
—T()—T/Z —T0+T/2 T()—T/Z T0+T/2

~ Y

In particolare, in questo caso si ha

iy t —kT;
sp) =Y Arect< - 0) (1.64)
k=—o0
Poiché il segnale ¢ periodico, se ne puo calcolare la potenza come segue:
1 [H/2 1 (72 A%t E;
= —/ 15,(¢)[2dt = —/ s()Par =25 = 5 (1.65)
" ToJ-1y)2 To J-z)2 Iy, Tp

8. Rampa: s(¢) =t. Si ha:

T/2 T/2 37/2 73/8 —T3/8 213 T3
E T:/ stzdt:/ 2dt = — = — =" =— (166
(T) —T/2| )l -T/2 31 3 3 8-3 12 (1.66)
Es= Tlim Ey(T) =00 (1.67)
quindi non si tratta di un segnale di energia. Inoltre si ha:
E(T) T? .
P(T) = s; ) _ 7 = b= ThEOPS(T) = oo (1.68)

quindi non si tratta neanche di un segnale di potenza.
E facile convincersi che anche qualunque altra retta con pendenza non nulla corrisponde a un
segnale non di energia e non di potenza.

Nota — I segnali presentati sono utili nelle approssimazioni dei segnali che si osservano in realta:

e esponenziale: decadimento di segnali;
e gradino: transitorio iniziale molto ripido;

e periodico: non ¢ a durata infinita, ma si ripete un numero molto grande di volte all’interno

dell’intervallo in cui si considera la risposta di un sistema, cosicché quest’ultima puo essere
considerata la risposta a regime.



Capitolo 2

Rappresentazione nello spazio dei segnali

Dopo aver introdotto il concetto di segnale e aver operato una prima classificazione degli stessi, ci
poniamo il problema della loro rappresentazione. Analogamente a quanto riscontrabile con gli spazi
vettoriali nell’ambito dell’ Algebra Lineare, lo scopo ¢ quello di dotarsi di strumenti operativi op-
portuni e di fare in modo che dalla rappresentazione stessa emergano delle proprieta dei segnali di
interesse applicativo. La trattazione che segue si propone di considerare, per 1 segnali continui, il
problema in termini generali in riferimento a un generico intervallo temporale [t;,#,). Rappresenta-
zioni specifiche, come quella di Fourier per i segnali periodici, verranno presentate come un caso
particolare dell’ approccio qui proposto.

In accordo con quanto sopra, il primo passo consiste nel definire 1’operatore prodotto interno (o
scalare) e il concetto di base di segnali.

e Dati due segnali x(7) e y(t), si definisce il loro prodotto interno nel modo seguente:

5= | xO)y @)di @1

Tale definizione ¢ concorde dimensionalmente con la definizione di energia di un segnale e,
infatti, (x,x) rappresenta I’energia del segnale x(¢) nell’intervallo [t;,2;). Dunque, il prodotto
interno puo essere interpretato come una sorta di “affinita” energetica tra segnali. Inoltre, data
la struttura dell’ operatore, risultano evidenti due importanti proprieta:

1. poiché I’integrale ¢ un operatore lineare, il prodotto interno gode della proprieta distribu-
. N N N .
tiva, cio® (x, YY) = L1 (X, ¥n);
2. il prodotto interno non gode della proprieta commutativa, ma risulta evidentemente

o) = [ =[xy <r>dr)* ~ () 22)

e Una base di segnali ¢ un insieme di segnali (possibilmente elementari e con opportune carat-
teristiche) {9, (¢) }ner, con I C Z, rispetto al quale si intende rappresentare un generico segnale
s(t). Agli elementi di tale base si richiede 1’ortonormalita, ciog:

1 pern=m = E¢n(l‘1,t2):1

(¢na ¢m) = { = 5nm (23)

0 pern#m

e la base consente di individuare uno spazio dei segnali.
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Si consideri una approssimazione §(¢) del segnale s(¢) come combinazione lineare degli elementi
della base secondo un opportuno insieme di coefficienti {s, },c;:

$) =Y snn(t) . (2.4)

nel

Se §(¢) puo essere ritenuta una valida approssimazione di s(¢) nel contesto considerato, 1’insieme dei
coefficienti {s, } ,cs costituisce una rappresentazione di s(t) nello spazio dei segnali individuato dalla
base {0, () }ner-

La scelta della base dipende dal tipo di segnale che si considera (e.g. periodico) e dal tipo di analisi
che si vuole condurre, in modo che la rappresentazione di s(¢) metta in luce proprieta di interesse e/o
consenta di esplicitare operazioni in un contesto applicativo. Tuttavia, indipendentemente dalla base, ¢
possibile ricavare una espressione generale per 1’insieme dei coefficienti s, che soddisfa un requisito
di errore minimo tra il segnale s(¢) e la sua approssimazione §(¢). Su questo aspetto si concentra la
presente trattazione, mentre il problema della scelta della base verra affrontato successivamente con
lo sviluppo in Serie di Fourier di segnali periodici.

Dunque, siano dati un segnale s(¢) e una opportuna base {@,(¢) },c;. Si definisca il segnale errore
e(t) = s(t) — $(¢) e si denoti con ¢, il prodotto interno tra s(¢) e il generico elemento della base:

cn = (5,00) = /t s 6w dr 2.5)

Nell’espressione di §(¢) si intende determinare I’espressione dell’insieme di coefficienti {s, },<; che
minimizza I’errore quadratico medio nell’intervallo [t1,;), ovvero I’energia del segnale errore nel
medesimo intervallo:

Edttz) = [ lePdi= [~ [s()=s(0)Par 2.6)

Poiché I’energia ¢ un caso particolare di prodotto interno, si puo scrivere quanto segue:

E (t1,1) = (e,e) = (s —§,5s—85) = (s,5) — (5,5) — (§,5) + (§,5)

5) — <S7 };sn ¢n> (%Sn On > (3,5 @.7)
=E; (tlat2)+E t17t2 ( Z%‘Pn) - (an¢n ) S) )

nel nel

in cui si ¢ tenuto conto della proprieta distributiva del prodotto interno. Applicando ancora la pro-
prieta distributiva del prodotto interno e tenendo conto che i coefficienti s, sono delle costanti rispetto
all’integrazione che definisce il prodotto interno, si ha:

Ee(tl,tz) =K (l‘l t2 —|—E l‘l,tz ZS (Pn)—ZSn((])n,s)

nel nel (2 8)
=K (tl l‘z +E tl,tz ZS Cp— anc .
nel nel
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Infine, si consideri che:

tl t2 an¢nazsm¢m ZZS” ¢na¢m>

nel mel nelmel (29)
:anSZ:Z|Sn|2 )
nel nel

in cui si e tenuto conto della proprieta di ortonormalita della base. In definitiva risulta:

E.(11,12) = Es(t1,02) + Z (|sn|2 — Sy Cn— Sp c;kl) , (2.10)

nel

da cui, sommando e sottraendo dal generico termine della sommatoria ]cn\z, si ottiene:
Ee(t17t2) = Es(t17l2> + Z |Sn - Cn|2 - Z ’Cn|2 , (2.11)
nel nel

in cui si € tenuto conto del fatto che
Isp —cnl? = (sn—cn)(sn—cn)* = |sn]* =55 cn—spci+|ea* . (2.12)

Poiché al secondo membro della (2.11)) 1unico termine che dipende dal generico coefficiente s, ¢ il se-
condo e considerando che tale termine da un contributo positivo all’errore, la soluzione che minimizza
E,(t1,1;) & evidentemente

Sp==Cn (2.13)

in corrispondenza della quale si ottiene
2
Eemin(t1,12) = Es(t1,12) = ¥ leal? = Es(t1,22) = Y sal® (2.14)
nel nel
Alla luce del presente risultato ¢ possibile trarre alcune considerazioni.
1. L’espressione del coefficiente s, che minimizza I’energia dell’errore e che risulta ottima secon-

do il relativo criterio coincide con il prodotto interno tra il segnale e il relativo elemento ¢,(t)
della base di segnali.

2. E, min(t1,12) € una funzione non crescente del numero degli elementi della base, come risulta
evidente dalla (2.14). Se & possibile determinare un numero di elementi, anche infinito, per cui
E¢ min(t1,12) — 0, la base di segnali si dice completa. Una immediata conseguenza di cio & che
dalla (2.14) ’energia del segnale pu() essere espressa come segue:

s(tt) =Y Isa® (2.15)
nel
La (2.15) rappresenta I’espressione generale dell’Uguaglianza di Parseval.

3. E possibile osservare che, con la scelta ottima s, = ¢, risulta (e,$) = 0, ciog il segnale errore &
ortogonale alla approssimazione del segnale s(¢). Infatti:

( ¢n — S_Zcm(l)ma(l)n :<s,¢n)_Zcm(¢ma¢n)zcn_Zcmsmnzcn_cnzo

mel mel mel
(2.16)

Dalla ortogonalita tra e(¢) e il generico ¢,(z) consegue 1’ortogonalita tra e(t) e qualunque
combinazione lineare degli elementi della base e, dunque, anche tra e(t) e §(¢).
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2.1 Segnali continui periodici

Supponiamo che s(¢) sia periodico di periodo 7p. Innanzi tutto bisogna scegliere opportunamente la
base di segnali:

1. scegliamo l’intervallo (¢1,1,) pari al periodo: [t],1,) = [f,f+ T);
2. gli elementi della base vengono scelti periodici di periodo Ty o sottomultiplo di 7p.
Come segnale periodico consideriamo il segnale armonico complesso
Ou(r) =T =1/Ty , n=0,+1,%2,... I=7) (2.17)

Se le funzioni sono di questa specie, I’insieme {¢, () } ,e; & chiamato base di Fourier.

2.2 Proprieta della base di Fourier

1. ¢,(t) & periodico di periodo Ty/n, sottomultiplo di Tp:
(Pn(t + TO/I’Z) — ej27rn(t+T0/n)/To — ejzﬂ:nl/T() . ej27rnT0/(nT0) — (])n(t) (218)

In particolare, ¢, (r+Tp) = @,(t), dove Ty ¢ il periodo fondamentale, ovvero il periodo di ¢, (t) =
/2Ty o di (lLl(t) — o J2mt/Ty

+Ty 0 0
| el = { PernE0 b (2.19)
7 Tp pern=0

infatti

t+Tp Ty .
[ On(t) dt = / e/ 2mnt[To gy
t t

+Tp F+Tp
- /, cos(2mt /(To/n)) di + j /t sin(271/(To/n)) dt = 0

e, per n # 0, entrambi gli integrandi del penultimo membro hanno valor medio nullo. Se invece
poniamo n = 0, otteniamo la componente continua del segnale.

(2.20)

3. @n(t) e ¢(t) sono ortonormali. Diamo una definizione di prodotto interno riferita al fatto che i
segnali periodici sono di potenza. Si definisce il prodotto interno per i segnali periodici:

Al +Ty
(9. 0m) 2 - /t 0u(1) 05(1) dt (221)

in cui I'integrale ¢ normalizzato alla durata del periodo, cosi da rendere il prodotto interno
coerente con la natura energetica del segnale (segnale di potenza). Si ha

(‘Pm‘Pm) = TL/H_TO €j2nnl/T0e_jZ7TMf/T0dt = i /H_TO ej27r(n—m)t/T0dt
t

0 Ji 0Jf 52
1 pern=m _ o (2.22)
10 pern#m

quindi {¢,(¢) }nes € una base ortonormale.
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Detto ci0, possiamo procedere affermando che:

$t)y="Y cpel?™/To (2.23)
dove P, FT,
1 [ttio 1 rt+T )
o= (5.0 =5 [ )01 (00dr =2 [ soye 2Ty (2.24)
Ty Jr T Ji
Si ha .
t+Ty
/ |s(t) — §(1)*dt =0 (2.25)
t
se s(t) & a potenza media finita, cio¢ se
1 +Ty 2
= [ s <+ (2.26)
To Ji

A questo punto, i valori di 7 per i quali s(z) e §(¢) possono differire costituiscono un insieme di misura
nulla.

2.3 Criterio di Dirichlet

11 criterio di Dirichlet dice che

s(t) =$(t) = i spe/2™ T con s, = (s, ¢) (2.27)

n=—oo
cioe che la serie in questione converge a s() se sono soddisfatte le seguenti ipotesi:
e (1) & continuo, con al pit un numero finito di discontinuita di prima specie in [7,7+ Tp);
e (1) & derivabile e, laddove non lo &, esistono finite le derivate destra e sinistra;
e 5(r) ha potenza media finita.

Se tali ipotesi sono soddisfatte, nei punti di discontinuita di s(¢) la serie di Fourier converge alla
semisomma del limite destro e del limite sinistro.

2.4 Teorema di Parseval per segnali continui periodici

1 t+Ty ) e 2
- /t s@)Pdr= Y |si| (2.28)

Nn—=—oo

Py

Dato s(¢) con le ipotesi viste precedentemente,

1 +To

t) = J2mnt [Ty - —
s(t) Z Spe Sn 7).

fl——o0

s(t)e= 2™ /Mo gy (2.29)
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Dato Ty, si sceglie la base di Fourier (specificando il valore di 7y in ¢, (¢)) e si determina, al variare di
n, la sequenza dei coefficienti ¢,, che,pern=...,—2,—1,0,1,2,..., costituisce una rappresentazione
equivalente di s(¢); tale sequenza ¢ assimilabile a un segnale discreto:

s(t) & sy (2.30)

Schema a blocchi di analisi del segnale s(t)

1 +Tp
—»‘:}—» — =
To/f :

1 +Tp
s(t) ——>®—> FO/t_ — 5

1 +Tp
—>(:>—> — 5
To/f !

Nn=—oo

2.5 Ampiezza e fase dei coefficienti di Fourier

sp € un numero complesso, quindi pud essere scritto con la notazione di Eulero: s, = |s,|e’ O dove
0, = arg{s,}.
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K'Y

Man mano che n aumenta, si ottengono vettori che “ruotano” a velocita sempre maggiore.
Sviluppo di Fourier di s(¢) in componenti armoniche complesse:

s(ty="Y syel2mt/To (2.31)

n=—oo

Sn = |sn| €/% = Ry + jI, (2.32)

s(t) = Z R, + jl,|[cos(2mnt /Ty) + jsin(2znt | Tp)]
i [R, cos(2mnt /Ty) — I, sin(27nt [ Ty)] + j i [R,sin(27mnt /Ty) + 1, cos(27nt / Ty) ]

Nn——oo Nn——oo

(2.33)

Questo ¢ chiamato sviluppo di Fourier di s(t) in termini di sin(-) e cos(-) (cio¢ in termini di compo-
nenti armoniche reali), o anche espansione in serie bilatera in seno e coseno.
Ora caratterizziamo un segnale s() reale. Sappiamo che

1 +To .
5y = — / s(t) e 72/ To gy (2.34)
To Ji
ne prendiamo il coniugato: i
=L / " () el gy — (2.35)
n rn )
To Ji

deduciamo che s, = s* ,, proprieta che corrisponde alla cosiddetta simmetria hermitiana.
Ora ragioniamo su modulo e fase degli s,:

Son=|5_u| €/ =R_+ jI_, =5, = |su| e IO =R, — jlI, (2.36)
quindi si ha
|S—n| = |sn| > 0_n=—06y (237)

cio¢ il modulo ¢ una funzione pari dell’indice n, mentre la fase ¢ una funzione dispari dello stesso
indice; inoltre
R, =R, , L,=-1, (2.38)
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cioe la parte reale ¢ una funzione pari dell’indice n, mentre la parte immaginaria ¢ una funzione
dispari dello stesso indice. Ora consideriamo il caso di segnale reale con riferimento all’espansione
in serie bilatera; si ha:

R, sin(2wtnt /Ty) +R_,sin(2n(—n)t/Ty) =0 VYn#0 (2.39)
Iycos(2nnt /Ty) + 1 sin(—27mnt /Ty) =0 Vn#0 (2.40)
Vediamo che cosa succede per n = 0. Sappiamo che:
1 +Ty
50 = (5, 00) = — / s(t)di = Ry (2.41)
T Jr

Per un segnale reale, Ry # O se il segnale non ha valor medio nullo, mentre Iy = 0, cosicché
Ry sin(0) +Ipcos(0) =0 (2.42)

quindi in questo caso I’espansione in serie diventa pari a:

o)

s(t) = Z [R, cos(2mnt /Ty) — I, sin(27tnt | Ty)] (2.43)

n=—oo

quest’ultima serie ¢ bilatera e reale.
Vogliamo passare alla serie unilatera reale. Per rendere la serie unilatera, consideriamo che:

R,=R_, = Rycos(2nnt/Ty)+ R_,cos(—27mnt/Ty) = 2R, cos(2nnt/T) (2.44)
I,=—-1_, = ILsin2ant/Ty)+1_,sin(—27xnt/Ty) = 2I,sin(2nnt /Tp) (2.45)
Quindi:
s(t) =Ro+2Y [Rycos(2mnt /Ty) — I, sin(27nt / Ty)] (2.46)
n=1

questa ¢ appunto 1’espansione in serie unilatera in seno e coseno.
Ora vogliamo trovare una simmetria per poter ridurre 1’espressione a soli coseni. Sfruttiamo la sim-
metria Hermitiana. Per ogni n # 0, si ha

SnejZTEnl‘/TO + sineijﬂm‘/TO
_ ‘sn|ej6"ej2ﬂm/T° + |S_n|ej6,nefj27rnt/T0 _ |S,,]ej6”ej2”m/T0 + ‘Sn‘efjeneijEnt/To (2.47)

— |5y - [ef2mmt/Tot60) +e—j(2nnr/To+6n)] — 2|s| cos(27nt /Ty + 6,)

mentre per n = 0 si ha so) = Ry. Quindi si ha I’espansione in serie unilatera in soli coseni:
s(t) = s0+2) |sn|cos(2mnt /Ty + 6,) (2.48)
n=1

Quest’ultima & un’espansione di s(¢) in funzioni armoniche reali.
A questo punto, cerchiamo di dare una interpretazione dei risultati ottenuti.
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1. s(t) < sy, quindi s, ¢ una rappresentazione equivalente di s(7).

2. Tl generico coefficiente s, fornisce |s,| e 8, cio¢ I’ampiezza e la fase della generica componente
armonica reale, con cui

e ricostruiamo s(¢) (sintesi);

e sviluppiamo s(¢) (analisi).
Questo permette di evidenziare il peso di ciascuna armonica.

e s50: valore medio di s(z).
e 2|s;|cos(2nt/Ty+ 6;): prima armonica o fondamentale dello sviluppo di s(); ha perio-
do identico a quello di s(z).

e 2|s,|cos(2nnt /Ty + 6,): n—esima armonica dello sviluppo di s(¢); ha periodo pari a Ty /n.

[’armonica di ordine n ha una frequenza di oscillazione pari a n volte quella della fondamenta-
le. L’indice n ¢ associabile alla frequenza dell’armonica a cui ¢ relativo. s, non ¢ altro che una
rappresentazione nel dominio della frequenza in ampiezza e fase.
Esempio: se 7p = 1 ms, si ha fy = 1 kHz, 2fy = 2 kHz, nfy = n kHz.

In realta, la sequenza dei coefficienti s, ¢ una funzione della frequenza e, quindi, costituisce una
rappresentazione di s(7) nel dominio della frequenza:

e s,: trasformata—serie di Fourier di s(t);

e 5(t): antitrasformata—serie di Fourier di s,.

I1 tutto puo essere indicato schematicamente come
TSF

s(t) < sy (2.49)
Inoltre si denota s, = .Z{s(t)}, s(t) = %, {s,}, dove
1 t+To .
sn =T {s(0)} = — / s(t) e 2™/ To gy (2.50)
0Jr
s(t) = F, s} = Y s /27t To (2.51)
N—=—o0

Definizione di trasformata: una trasformata ¢ una funzione in un dominio coniugato, dove la fre-
quenza ¢ il dominio coniugato del tempo nel nostro caso specifico.

L’insieme dei coefficienti s, rappresenta lo spettro di s(¢) e da un’idea del contenuto informati-
vo in frequenza del segnale; |s,| corrisponde allo spettro di ampiezza, mentre 6, corrisponde allo
spettro di fase.

A s,

| —
—

—1(=fo) 0 1(fo) 2Q2f) n(nf)




34 CAPITOLO 2. RAPPRESENTAZIONE NELLO SPAZIO DEI SEGNALI

I moduli |s,| indicano il peso delle varie armoniche nello sviluppo di s(¢). Si puo interpretare s,, anche
come un segnale discreto nel dominio della frequenza. Si osserva anche che, in generale, un segnale
periodico ¢ costituito da infinite armoniche, corrispondenti agli s,,.
Esempio: si vuole trovare la TSF del segnale s(t) = A cos(27ft + @), dove A, f € RT e ¢ € R.

s(¢) & un segnale reale, periodico di periodo Ty = 1/f; lo si pud sviluppare in serie come segue:

s(t) =so+ Y |su|cos(2mnt /Ty + @) (2.52)
n=1

Il segnale in questione ha uno sviluppo rappresentato dalla sola armonica fondamentale:

§(0) = L [Ae@nii+o) 4 Aefj(zfrﬁﬂp)] _Aiopianft | A - jo i
2 4 2 2 (2.53)
= Zel®ei2nt/To L T =0 p—Jj2mt /Ty
Da quest’ultima espressione deduciamo che
s(t) =Y, s>/ (2.54)
Nn—=—oo
se poniamo:
0 er +1 0 er +1
_Jaie P n;_é ~JO  pern#+1 B P n;«_é
Sn =4 5€ pern=1 = syl = A erne il 6p=<¢@ pern=1 (2.55)
%e‘j‘l’ pern=—1 2 P —¢@ pern=—1

Da queste ultime espressioni risulta che lo spettro di ampiezza ¢ pari, mentre lo spettro di fase ¢
dispari.
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2.6 Prime proprieta della Trasformata Serie di Fourier

2.6.1 Linearita
Siano dati i seguenti segnali periodici che ammettono la trasformata serie di Fourier:

TSE

x(t) = X, (2.56)
W) £y, 2.57)

Inoltre si supponga che i due segnali abbiano lo stesso periodo 7. Allora la TSF del segnale somma

sara data da:
TSF

2(t)=x(t)+y(t) = Z,=Xy+Y, (2.58)
i+1o .
Zy = B [x(2) + y(1)]e 72 To gy (2.59)
To Jr
Osserviamo che:
2(t+To) =x(t+To) +y(t+To) = z(t) = x(t) + y(¢) (2.60)

quindi anche il segnale somma sara periodico dello stesso periodo di x(7) e y(¢). Inoltre tale proprieta
¢ generalizzabile al caso di una combinazione lineare dei segnali x() e y(t).

Ora esaminiamo il caso in cui x(¢) e y(r) hanno periodi diversi e rispettivamente pari a Ty e 7). In
questo caso, affinche anche z(r) sia periodico & necessario che:

Ty =KTy , KeQ (2.61)

dove QQ ¢ I’insieme dei numeri razionali, che possono essere scritti come rapporto tra due interi.
AGGIUNGERE CHE IN TAL CASO IL PERIODO DI z() E IL MINIMO COMUNE MULTI-
PLO DEI DUE PERIODL...

2.6.2 Simmetria pari
Supponiamo che s(¢) sia un segnale pari, cioe che s(t) = s(—t).

1 +Ty

Sn:_
To Ji

s(t)e 72 To gy (2.62)
Effettuando il cambiamento di variabile ' = —¢, si ottiene:

Sp = L s(—t")e2m [ Togy! — i/_f s(—t") e 2=l To gyt
To J-(+m) To J—((+Ty) —~~
pari (2.63)

_ i/_l s(t/)e—jZn(fn)t’/TOdt/ —5
To J—(7+1y)

Quindi, se s(¢) € pari, la sua trasformata serie & una funzione pari di n, ciog si ha s, = 5_,,.
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2.6.3 Simmetria dispari

Ora supponiamo che s(¢) sia dispari, cio¢ che s(t) = —s(—t). Ripercorrendo i passaggi della (2.63))
otteniamo:

5, = / T (et e R T gy
1o J—(i+Tp) —~—~

dispari (2.64)
— i /—t _s<l,/)e—j27t(—n)t//T0dt/ — _i /_t S(t/)e—jZTL'(—n)t//TOdl,/ = —s5_,
To J—(7+Tp) Ty J—(7+Tp)
Quindi, se s(¢) & dispari, la sua trasformata serie ¢ anch’essa dispari, cioe si ha s, = —s_,,.

2.6.4 Segnale reale e pari

Consideriamo un segnale s(t) reale e pari; per esso valgono le seguenti proprieta:
o s(t) reale = s_, = s,
o 5(t) pari = s, =5,

quindi possiamo affermare anche che s, = s, cio¢ la trasformata serie di un segnale reale e pari ¢
anch’essa reale e pari.

2.6.5 Segnale reale e dispari

Consideriamo un segnale s(¢) reale e dispari; per esso valgono le seguenti proprieta:
o s(t) reale = s_, = s
o s(t) pari = s, = —s_,

quindi possiamo affermare anche che s, = —sj;, cioe i coefficienti s, sono immaginari, cosicché la
trasformata serie di un segnale reale e dispari ¢ immaginaria e dispari.

Esempio
Il segnale
s(t) = Acos(2ft + @)

¢ reale e pari se ¢ = 0. Dal caso generale si ricava che:

0 pern # +1 0 pern # +1 0 pern#+1
Sp = ’%ej"" pern=1 = ‘%ejo' pern=1 = % pern=1 (2.65)
2e/? pern=-—1 %e’JO pern=—1 % pern=—1
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Lo spettro di fase risultante & nullo per ogni n. La fy riportata nei grafici coincide con f.

2.6.6 Inversione dell’asse dei tempi

Dato il segnale:

sy &£ s, (2.66)
si consideri la seguente inversione dell’asse dei tempi:
s1(t) = s(—t) (2.67)
si dimostra che:
s(-t) &5 5,=8, (2.68)

quindi un ribaltamento nel tempo corrisponde a un ribaltamento nella frequenza.

2.6.7 Coniugio

Dato il segnale:

sy &£ s, (2.69)
si dimostra che:
« TSE X
S1<Z‘) =S (I) Sl,n = S_n (2.70)
Dimostrazione
Considerando che il coniugio non cambia il periodo del segnale:
1 [+ _ 1 [+To ,
Sin=— / si(t)e 2™ Togy — — / s (1)e= 72 To gy (2.71)
v ToJr To Ji
poiche si vuole che s(f) compaia nell’integrale, si effettua il coniugio per due volte e si ottiene:
1 [T . « 1 [+ . *
Sip= _/ |:S(t>e]2ﬂnl/T0dt:| _ _/ s(t)e/2/ g | = g% (2.72)
To Jr To Ji )
S

quindi un coniugio nel tempo causa un coniugio e un ribaltamento nella frequenza.
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2.6.8 Traslazione nel tempo

Dato il segnale:

sy 25 s, (2.73)
si ha: TsE ‘
sit) =s(t—1) <> 8§, =S 2/l (2.74)
Dimostrazione
1 t+To . 1 +Ty )
Sin=— / si(t)e 72/ gy — — / s(t —ty)e 727 To gy (2.75)
/ 1o J7 To Jf

Postot —t; =t':

1 f—t1+To
Sl n=— o7
m 1o Jiy To

— Sne—jZTL'ntl/TO

s(t/)e—jZEH(t1+t/)/T0dt/ — i /t_t1+TOS(Z/)e—jzn'}’lll/T()e—jZTL'm‘,/T()dt/
-t (2.76)

quindi una traslazione nel tempo corrisponde a un esponenziale nella frequenza che comprende
I’entita della traslazione.
Si osservi che una traslazione nel tempo modifica lo spettro del segnale solo in termini di fase e

non di modulo, infatti:
S = S
{| 1’n| | nl (2.77)

1917,1 =9, — 27Z'I’ll1/T0

questo significa che, se un segnale attraversa un canale che introduce un ritardo, esso viene modificato
solo in fase.

2.6.9 Derivazione

Dati i segnali s(¢) e s1(¢) per i quali:

ds(t
st) 2 s, s 2 s, . si)= “;(t) (2.78)
si dimostra che: 5
T
Spp =S (2.79)
9 TO
Dimostrazione
foo
s(t) =Y Se2™/ o (2.80)
Derivando entrambi i membri dell’equazione si ottiene:
ds(t) . j2nn ,
1) = = Y 5,25 o2/ T 2.81
s10) = =57 = LS e (2.81)
N——

Sl‘n
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Osserviamo che una derivata nel tempo corrisponde a un’operazione algebrica nel dominio della
frequenza, quindi si ottiene una semplificazione computazionale.
Generalizzando per la derivata di ordine m, si ha:

d™s(t) TSF Jj27n "
<— S 2.82

2.6.10 Integrazione

Dati i segnali s(¢) e s1(¢) definiti come segue:

s(t) <= S, (2.83)
t
s1(t) = / s(hdt' 25 sy, (2.84)
si dimostra che:
1
= 2.85
1,n j27'L'I’l/T() n ( )
Dimostrazione
Sapendo che:
foo
s(t) =Y Syelm/ o (2.86)
effettuando I’integrale di entrambi i membri dell’equazione, si ottiene:
! N g,/ o 1 j21n /Tt
t) = dt =) S,———elM0 2.87
510 /ws( A= S (2-87)

si osservi che in questo caso non € necessario verificare che siano valide le condizioni di Dirichlet;
pero occorre prestare attenzione al caso in cui n = 0:

foo
s(t) = so+ Y Sped2m/ T (2.88)
integrando si ottiene:
oo 1 .
1) = Sot + Y Sp—m——i /2o 2.89
s1(t) = So +;o " Ty (2.89)

e si ottiene un termine che non verifica la condizione di periodicita. Condizione affinche dopo I’inte-
grazione di un segnale s(7) con periodo Tj si ottenga ancora un segnale con lo stesso periodo & che
s(t) sia a valor medio nullo, cio¢ che sia Sy = 0.

Infine si osservi che anche in questo caso si ottiene un operatore algebrico in frequenza a partire da
un operatore non algebrico nel tempo.
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A s(1) A sp(t)

— —
t t

Figura 2.1: Segnale impulsivo e sua rappresentazione periodica

2.7 Rappresentazione di segnali impulsivi

Si vuole trovare una rappresentazione nel dominio della frequenza per un segnale impulsivo che abbia
durata finita o tenda asintoticamente a 0. Un segnale di questo tipo ¢ un segnale di energia.
NON NECESSARIAMENTE: ESISTONO SEGNALI CHE TENDONO ASINTOTICAMEN-
TE A 0 PUR SENZA ESSERE DI ENERGIA; RIGUARDO A QUELLI DI DURATA FINITA,
BISOGNA IMPORRE CHE SIANO ANCHE LIMITATI.

Dal segnale s(¢) si passa alla sua rappresentazione periodica per costruzione tramite la funzione

rep(-):
s@t)  —  sp(t) =repp{s(t)} =) s(t—kTp) (2.90)
k:—oo

Quindi al segnale s, (¢) si assegna uno spettro tramite la trasformata serie di Fourier:

TSE
sp(t) =repp {s(t)} = Su (2.91)
Per ottenere s() a partire dal segnale periodico s,(¢), si puo far tendere T all’infinito:
s(t) = Tlim sp(t) (2.92)
0>

Passando nel dominio della frequenza:

1 i1 . 1 rT/2 .
S}’l = —/ sp(t)eij27t}’ﬂ/TOdt — _/ Sp(t)e*_]ZTL'l’ll/Todt

Ty J7 To J-1y)2
1 To/2 . 1 & To/2 .
— _/ Z S(t _ kTO)effzn-nt/TOdt = — Z / S(t — kTO)eijzn-nt/TOdt
it To/2
_ 1 / o/ S(t_kTO)e—jZnnt/To 2Tk [Ty gy 203
TO k=—oc0 _T0/2 =1 ( . )
i To/2
_ i / o/ s(t _ kTO)e—jZnn(l‘—kTo)/Todt
TO ke —co —T()/2
t’:t:—kTo /- (k—=1/2)Ty —127rnt /Tod / i/"" s(t/)e—jZEnt//TOdt/
To o= (k1/2)Ty To J—e

dove nell’ultimo passaggio abbiamo tenuto conto che 1’'unione degli intervalli di integrazione al va-
riare di k corrisponde all’intero asse reale. Abbiamo dedotto che lo spettro del segnale periodico si
ottiene integrando su tutto 1’asse reale I’impulso base a partire dal quale ¢ stato costruito.
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Si definisce la trasformata continua di Fourier di s(¢) come:

S(f) & / s(t)e 121 qy (2.94)
Confrontando 1’ultimo membro della (2.93) e la (2.94)), si deduce che
1 n
S, ==8—= 2.95
=5(7) (2.95)

quindi la trasformata serie di Fourier si puo scrivere in termini della trasformata continua dell’impulso
base.

Ad un segnale impulsivo s(z) abbiamo associato una trasformata continua di Fourier S(f); ora
vogliamo associare a S(f) la corrispondente s(z).

4o , oo .
sp(t) = Y Syl = Yy g (1> ef2mnt/To (2.96)
n=—oo n—=-—oo

dove fop = 1/Tp ¢ la frequenza dell’armonica fondamentale; ponendo fy = Af, inteso come una
variazione di frequenza quando si passa dalla armonica n alla armonica n + 1, otteniamo:

oo ,
sp(t) =Y Af-S(nAf)el*™! (2.97)
n——oo
o 2TAft
T T T

s(t) = T}Jlinwsp(t) —Al}gl()n;mS(nAf)ef Af (2.98)

Considerando che: N
Af—0 = nAf—0 , Y _>/ (2.99)

n=-—oo -
deduciamo che

s(t) = / S(f)e*™'df «—— Integrale o antitrasformata di Fourier (2.100)

Osserviamo che il generico elemento della serie:

too .
sp(t) = Y Spes2™i/To (2.101)

n——oo

puo essere interpretato come un vettore rotante con fase iniziale n e pulsazione 27n/Tp. Inoltre, il
segnale periodico s(¢) da cui € stato ottenuto s, (¢) puo essere scritto tramite 1’integrale:

s(t) = / :m S(f)e*™ ' d f (2.102)

da cui si puo facilmente verificare che, mentre s,(¢) ¢ dato da una infinita discreta di componenti,
invece s(¢) ¢ determinato da una infinita continua di componenti armoniche, quindi il generico ele-
mento della somma integrale sara sempre un vettore rotante con modulo infinitesimo e pari a |S(f)|d f
e pulsazione @ = 27 f. Quindi S(f) & la densita di ampiezza complessa del segnale s(¢).
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La rappresentazione in frequenza di s(¢), S(f), viene chiamata spettro di s(t) e, se posta nella
forma di Eulero, porta a definire uno spettro di ampiezza, S(f), e uno di fase, 6(f), che originano il
segnale:

S(f) = 1S(f)[e/*V) (2.103)

Esempio
Determinare lo spettro dell’impulso rettangolare:

Ty

s(t) = Arect (L) (2.104)

Il segnale in questione ¢ aperiodico e impulsivo, quindi ne calcoliamo la trasformata continua di
Fourier:

—o0

+o0 . +T/2 . A ; ;
S(f) — y —jznftdt:/ Ao P27 gy — —jemfT/2 _  j2nfT/)2
(=] stwye [0 A STAG e IT12)

(2.105)
A sin(mfT)
=07
e, definendo
sine(x) 2 Sn(w) (2.106)
X
possiamo scrivere:
ﬂﬂzAmd(%) XL S(f) = AT sinc(fT) (2.107)
0

Quindi la trasformata continua di un impulso rettangolare ¢ una funzione pari (in quanto rapporto di
due funzioni dispari), che ha gli zeri sui multipli interi di 7 e sul cui grafico si possono individuare un
lobo principale e dei lobi secondari. L’ampiezza dei lobi dipende dalla durata dell’impulso.

2.7.1 Spettro di fase e di ampiezza del segnale periodico

Si vuole determinare lo spettro del segnale:

sp(t) =repy {s(t)} (2.108)

Ricordiamo la relazione tra la TCF di s(z) e la TSF di s, (¢):

1 [i+To . 1 [+ . 1 /n
S, = — t)e 72t/ Togy — — / e 2t/ Togy — —g( = 2.109
To/f splt)e Ty J - s(t)e Tn \To ( )

cioe S, ¢ la TCF di s(¢) calcolata per f = n/Ty. Dato un segnale impulsivo con spettro continuo, abbia-
mo ottenuto un segnale periodico con spettro discreto: una periodicizzazione nel tempo corrisponde
a un campionamento nella frequenza.
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2.8 Proprieta della Trasformata Continua di Fourier

sy &£ s(p) (2.110)

dove S(f) & lo spettro di s(¢) o la trasformata continua di Fourier e pud essere rappresentato in termini
di modulo e fase:

S(f) = |S(f)|e®V) @.111)

2.8.1 Segnale impulsivo
Se s(t) & un segnale impulsivo, quindi tale che
+o0
/ I5(1)|dr < +oo (2.112)
si ha

oo _
< / Hs(l)e—jZTEft

—o00

ISl = “/+WS(Z)€_j2”f’dt dt = /+m||s(t)||dt (2.113)

quindi sicuramente lo spettro di ampiezza di s(¢) & limitato. Utilizzando il crtiterio di Dirichlet si
hanno condizioni sufficienti per ammettere che

/ s 2.114)

—o0

rappresenta il segnale s(¢) su tutto 1’asse reale, tranne che nei punti di discontinuita.

2.8.2 Segnale di energia

Se s(¢) & un segnale di energia, quindi tale che

+oo0
/ [s(t)||? dt < +oo (2.115)

—o00

si pud dimostrare che S(f) esiste ed & a sua volta appartenente a L.

2.8.3 Linearita

Consideriamo i segnali di energia

a) Eos() . s s (2.116)
Si pud dimostrare che
s(t) =si1(0)+5206) £ S(F) =Si1(f) +S2(f) (2.117)

Questa proprieta si puo generalizzare anche per combinazioni lineari di segnali.
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2.8.4 Hermitianita

s(t)reale &5 S(f) =S (—f) (2.118)

2.8.5 Parita
s(t) pari &5 S(f) pari (2.119)
s(f)realee pari 4% S(f) = S*(f) reale e pari (2.120)

2.8.6 Disparita

s(r) dispari 2% S(f) = —S(—f) dispari (2.121)
s(t) reale e dispari <=  S(f) immaginario e dispari (2.122)

Dimostrazione
s(t) dispari = S(f) = —S(—f) (2.123)
s(t)reale = S(f) =S*(—f) (2.124)

Mettendo insieme le due condizioni si deduce che
=S(=f)=8(=f) = =S(f)=S(f) = SH+S (=0 = 2R{S(f)}=0 (2.125)

cioé che S(f), oltre ad essere dispari, € immaginario.

2.8.7 Dualita

Dato:
sy &£ s(p) (2.126)
si definisce:
s1(t) =S(¢) (2.127)
e si dimostra che: CF
s1(0) = S(1) <= S1(f) =s(—f) (2.128)

Dimostrazione

s(t) = /_ T s(p)er tay IE /_W S(E)emége =L () = /_m S(E)e?mSIgE  (2.129)

%}

$10) = [ sl = [

—o0

S(t)e 2 g = / T S(E)e PEAE —s(—f)  (2.130)



2.8 Proprieta della Trasformata Continua di Fourier 45

2.8.8 Cambiamento di scala

Sia dato il segnale

s1(t) = s(at) (2.131)
Siha
) <£> seo >0
TCF “ * 1 f
s1(t) = Si(f) = = m5<a> (2.132)
——S (i) sea <0
o o
Dimostrazione

Prima consideriamo il caso ¢ > 0.

Foo _ oo .
Sl (f) :/ S1 (t)e_jznftd[ :/ S(at)e_jznftdt

—o0 —o0

! ©0 / oo
r=at, x>0 /+ S(t/)e—jmft’/ad_t — 1 /+ s(t')esz”f/a’/dt’ _ 1 S (i)
(04 O ) - (04 (04

(2.133)

—o0

Nel caso o < 0, effettuando la stessa sostituzione, si ottiene un ribaltamento degli estremi di integra-
zione, quindi

- . / ! oo . ,
Sl(f) :/ s(t/)e*JZn'ft /Oéd_t _ _é/ S(/)efﬂn:f/oct dt — —lS(i) (2.134)

(04 o o

Osserviamo che per & = —1 si ottiene un ribaltamento del segnale s(¢), corrispondente ad un ribal-
tamento della sua trasformata. Si puo affermare che una compressione nel tempo corrisponde ad una
espansione nella frequenza, mentre una espansione nel tempo corrisponde ad una compressione nella
frequenza.

2.8.9 Coniugio

si)=s"1) £ Si1(f) =S (/) (2.135)

2.8.10 Traslazione nel tempo

sit) =st—11) E5 Si(f) = S(f)e F2mn (2.136)

quindi nel passaggio al dominio della frequenza viene modificato solo lo spettro di fase e non quello
di ampiezza.

2.8.11 Traslazione nella frequenza

s1(t) = s(t)e it L g () =S(f—f) (2.137)

Dimostrazione
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o0

S1(f)

s1(t)e 2™ dr = /ers(t)ejz”fl’e_jz”f’dt = /Jroos(t)e_jz”(f_f‘)tdt
—e —oo (2.138)

(o]

S(_f_fl)

Osserviamo che, e/2Tht & un segnale armonico complesso, esso € costituito da una sola armonica, che
nella frequenza ¢ una riga di spettro in f7.

Se si considerano le proprieta di traslazione nel tempo e in frequenza della TCEF, si deduce che la TCF
¢ duale a livello di operatori, in quanto a una traslazione in un dominio corrisponde il prodotto della
trasformata con un esponenziale complesso a meno di un segno nel dominio coniugato.

2.8.12 Teorema della modulazione

La modulazione consiste in opportune modifiche effettuate su un segnale allo scopo di renderlo adatto
alla trasmissione.

Ad esempio, prima di essere trasmesso, il segnale s(¢) potrebbe essere moltiplicato per un segnale
del tipo cos(27f.t), detto segnale portante. Lo spettro del segnale che si ottiene in seguito a questo
prodotto puo essere determinato sfruttando le proprieta della TCF.

1 ; ; 1 , 1 ,
Sl(l) — S(l) COS(ZTCfCt) — S(l)i (e_IZTCfcf +ej27tfct> — §S<l,>e—J27chl‘ + Es(t)eﬂnfgt (2139)

quindi si ottiene un prodotto di un segnale per un esponenziale complesso; utilizzando la proprieta di
linearita:

L IE IS5 ) (2.140)

quindi per lo spettro del segnale modulato si ha

) 2L IS £+ 55U+ R (2.141)

Cio¢ nella frequenza si hanno due repliche di S(f) centrate rispettivamente in — f, e f.. Effettuando
questo tipo di modulazione si puo scegliere la frequenza f, attorno a cui sara centrato il segnale da
trasmettere.

2.9 Banda di un segnale

Definizione 2 La banda del segnale rappresentato dalla funzione s(t) é definita come misura del
supporto della funzione S(f).

In relazione alla banda, tipicamente si effettua una distinzione tra segnali in banda base e segnali

in banda traslata. Supponendo di indicare con B la larghezza di banda di s(¢) e osservando la figura
si ha che:

e labanda di s(¢) & [—far, —fin) U (fins fu]
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=y

_fM _fm fm fM

Figura 2.2: Banda di un segnale

e lalarghezza di banda di s(¢) &
2(fm — fm) = 2B bilatera
(fm — fm) = B monolatera

e si possono dare le seguenti definizioni:

Definizione 3 s(7) ¢ un segnale in banda base se il suo supporto ¢ relativamente vicino all’origine
delle frequenze, cioe se f,, < B.

Definizione 4 s(¢) ¢ un segnale in banda traslata se il suo supporto & molto lontano dall’origine, cioé
se fm > B.

Tipicamente 1 segnali generati dalle sorgenti sono in banda base, mentre quelli modulati sono in banda
traslata.

2.10 Impulso ideale di Dirac

Si definisce delta di Dirac la distribuzione 6 () che gode della seguente proprieta:
~+o0
/ s(1)8(1)dt = 5(0) (2.142)

osserviamo che la delta di Dirac viene definita tramite un’operazione di campionamento. Ora definia-
mo una successione di impulsi rettangolari di durata € e ampiezza 1/¢:

Al t
(1) 2 —rect <E> (2.143)

riducendo € si ottengono una diminuzione della durata e un aumento dell’ampiezza del segnale.
Per € — 0 si ha un impulso di durata nulla e ampiezza infinita:

5(t) £ lim & (¢) (2.144)

e—0

tale segnale ¢ chiamato impulso ideale di Dirac. Esso gode delle seguenti proprieta:

1. Campionamento: dato il segnale s(z), si ha

/ T 5(0)8(1)dt = 5(0) (2.145)
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A 5.0

ampiezza dell’impulso: 1/€

>
- t
durata dell’impulso: €
Figura 2.3: Impulsi rettangolari.
—+oo
/ s()8(t —11)dr = s(n) (2.146)
Iy
/ s(1)0(t—1)dt =s(t1) sety € [tg,1p) (2.147)
ta

2. Parita: 6(—r) = O(¢), infatti la delta ¢ stata ottenuta tramite passaggio al limite da funzioni pari.
Struttando questa proprieta si puo inoltre osservare che:

oo oo
/ s()8(t —1))dt = / s(t)8(ty —1)dt = s(11) (2.148)
che corrisponde all’integrale di convoluzione.

3. L’area sottesa dalla delta di Dirac ¢ unitaria:

+oo t
o(t)dt = bé(t)dtzl se 1] € [ta,1p) (2.149)

— oo ta

4. Si puo dimostrare che I’impulso ideale di Dirac ¢ un segnale impulsivo ma non ¢ di energia.

2.10.1 Impulso esponenziale unilatero

Sia dato il segnale
s(t)=Ae T u(r) (2.150)

Per questo tipo di segnale osserviamo immediatamente una forte riduzione del valore nel punto 7':

=T = s(T):Aéu(T):Aé (2.151)
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inoltre osserviamo che s(¢) & un segnale ad energia finita con energia pari a A>T /2.
Ora ne vogliamo determinare lo spettro mediante la trasformata continua di Fourier:

S(f) = /+ws(t)e-"2”ffdz = /+MA e T u(t) e 27 gr = /+°°Ae(1/T+j2xf)zdt
oo 0

—o0

o 4 e (2.152)

_ A repmp| _
o UT+jpnf 1+j2afT

1T+ j2xf

A partire da un segnale reale privo di simmetria nel tempo, abbiamo ottenuto un segnale in frequenza
che gode della proprieta di simmetria Hermitiana. Infatti lo spettro di ampiezza ¢ dato da:

T2
1S(f)] :A\/—1+4ﬂzszz (2.153)

quindi si ottiene un segnale a banda illimitata, ma si deve osservare che il peso relativo delle com-
ponenti a bassa frequenza & predominante, per questo si puo considerare il segnale s(f) come un
segnale in banda base, in quanto le componenti che pesano maggiormente sono concentrate intorno
all’origine.

Per lo spettro di fase si ha:

B(f) = HS()} = arctan(—2nfT) = —arctan(27 fT) (2.154)

R{SU}

2.11 Effetti di un cambiamento di scala

Consideriamo il segnale

s(t) = sinc(aBt) <= S(f)zéred(é) (2.155)

La durata del segnale aumenta e la banda diminuisce se o diminuisce (o < 1).
Inoltre possiamo affermare che ad evoluzioni piu lente corrispondono bande piu strette.

2.12 Spettro dell’esponenziale unilatero

Sia dato il segnale esponenziale unilatero

s)=AeTu@t) EE 50 (2.156)
Considerando che:
o TCF 1 n
sp(t) =repr {s()} = Y s(t—kT)) So=7S\ 7 (2.157)
k=—o0 0 0
1 A

Sn

=—. 2.158
To 1/T+j2717n/T0 ( )
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perche la trasformata serie di un segnale periodico si puod esprimere in funzione della trasformata
continua dell’impulso base.

T+T; ,
Sy = / U5, (1)e 2 Togy (2.159)
1t

Pero osserviamo che il segnale s,(¢) che si sta utilizzando non ¢ limitato, per questo lo si puo con-
siderare come somma di una serie di funzioni che si sovrappongono. Se ci si pone nell’intervallo
[mTy, (m+1)To), contribuiscono al segnale s,(¢) solo le funzioni che intervengono prima di m7y:

m

sp(t) = Z (t—kTy) = Z Ae =FI)/T _ 4 Z ¢ It=(m=K)To]/T
— = k=0 1 (2.160)
_ —(t=mTo)/T ,~K'To/T _ A ,~(t—mTy)/T
=A Ze e =Ae ———
k=0
definendo ora la quantita
g(t) = me rect T (2161)
si puo scrivere che:
~+oo
sp(t) =Y g(t—mTy) (2.162)
mM—=—oo
1 rTo )
S, — — / g(t) e 72/ To gy (2.163)
To Jo
2.13 Impulso ideale di Dirac
Dato: 1
t
8e(r) 2 —rect (£ ) 2.164
(1) 2 rect (£ @164
si ottiene 1’impulso ideale di Dirac con un’operazione al limite come segue:
o(t) = lirr(l) Oe (1) (2.165)
E—
2.13.1 Proprieta
1. Campionamento:
~+oo
/ s(1)8(t)dt = 5(0) (2.166)
quindi si estrae il valore del segnale in t = 0.
Dimostrazione
o0 €/2 1
/ 5(1) 8 di = / s(t)~dt (2.167)
—oo —£/2 &

se s(t) & una funzione continua, per esso vale il teorema della media, quindi si ottiene

Feo | _ € ¢
/_m s(1) 6gdt:5s(t)e conf € [—5,5] (2.168)
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ora, poiche

~+oo
5(0) = liII(l) s(t) Og(t) dt (2.169)
E— —o0
si ottiene: ¢
lim s(7) — = s(0) (2.170)
e—0 €

dato che per € — 0 anche f — 0.
Ora possiamo integrare all’interno di un intervallo [z,,7,] che contenga 1’origine:

/ " 5(t) 8(t) dt = 5(0) @.171)
2. Dato s(t) = 1:
/+001-5(t)dt= "1.8()di = 1 2.172)

Si noti che questa proprieta conferma cio che abbiamo gia detto in precendenza, cioe che I’area
della delta di Dirac ¢ unitaria.

3. La delta di Dirac ¢ un segnale pari, infatti:
Oc(t) = 8e(—t) Ve (2.173)
quindi anche per € — 0.

4. Generalizzazione della proprieta di campionamento:

/_ T S(0) 8 — 1) di = 5(7) (2.174)
e, poiche 6(¢) & pari,
5(7) = /_ ) 8 —1)dt = / " s(0) 8(F—1)dt (2.175)
sef € [tq,1p).
5.
5(1) 8(1) = 5(0) (1) (2.176)

infatti la delta di Dirac permette di ottenere solo il valore di s(¢) nell’origine:

/ T s(0)8(r) dt = / 7 5(0) 8(t) dt = 5(0) 2.177)

—o0 —o0

Osserviamo che la delta di Dirac rappresenta un segnale che non puo esistere nella pratica, poiche
corrisponderebbe a un segnale che da ampiezza nulla si porterebbe ad ampiezza infinita in un tempo
nullo.
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2.13.2 Spettro della delta di Dirac

Si ricorda che la trasformata continua di Fourier pud essere applicata a segnali € L?, mentre §(¢) & un
segnale impulsivo ad energia infinita:

/w |8 (¢)|dt /8/2 L=t g2 ] lim (2.178)
_= _— = — = — 1 — = 0 .
o ¢/ €2 €2 e es0¢

quindi la delta di Dirac non ¢ trasformabile in senso stretto con Fourier. Proviamo ugualmente a
calcolarne la trasformata:

/+°° o(1) e I g = = 1271

—00

=1 (2.179)
t=0

Il fatto che la TCF calcolata valga 1 ¢ giustificabile con le osservazioni precedentemente fatte per la
TCF di segnali impulsivi e considerando che, se s(¢) & un segnale impulsivo,

oo .
H/ s(t) e 721 gy

Ora calcoliamo I’ antitrasformata. C’¢ un problema legato al fatto che la convergenza di

~+o0
</ 1s(2) |dt < oo (2.180)

oo .
/ 1-e /2tqf (2.181)
non ¢ assicurata. Quindi consideriamo il treno di impulsi da cui & stata ricavata la delta, (2.164), e
osserviamo che, per € che diminuisce, in frequenza si ottiene una estensione dei lobi della sinc(+),
che restera comunque ancorata al punto di ordinata 1 per r = 0, poiché nel tempo le rect(-) avranno
sempre area unitaria. Da questo si puo pensare che, al limite di durata nulla, si ottiene in frequenza
uno spettro di ampiezza unitaria e supporto infinito. Quindi:

s £ (2.182)

Osservazioni

1. Nello spettro della delta di Dirac, tutte le componenti hanno lo stesso peso.

2. Una periodicizzazione nel tempo corrisponde ad un campionamento nella frequenza.
CLAUDIA: mancano assolutamente le figure di pagina 68 primo quaderno.
Campionando la S(f) a passo di 1/Ty, si ottiene:

n=0= S(0)=1,perché T =T
n=1=8(1/T)=0
n=2=812/T)=0

® CCC.
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Sistemi continui

Sistema: apparato fisico che apporta delle modifiche al segnale che lo attraversa. Il sistema continuo

puo essere rappresentato tramite una trasformazione che mette in relazione il segnale continuo in
ingresso con il segnale continuo in uscita.

y(t) = Tex(1)] = Te[x(e)] , € € (oo, 40) 3.1

dove T, ¢ detto funzionale in quanto mette in relazione due funzioni.

3.1 Proprieta

1. Linearita: un sistema si dice lineare se dato il segnale in ingresso del tipo x(t) = Y | ax;(¢) in
uscita risulta:

N
y() = Te[x(t)] = ) auyi(?) (3.2)
i=1
dove y;(t) = T.[x;(¢)]. Questa proprieta & anche nota come principio di sovrapposizione degli
effetti.
Esempi

o +y(t) = x(t) & un sistema continuo lineare.
2

d
y( ) = x=(¢) non ¢ lineare (rilevatore quadratico).
(1

) = |x(¢)| non & lineare.

‘<

y( ) = x(t) + ¢ a rigore non ¢& lineare infatti considerando x;(¢) e x,(¢) e ponendoli spa-
ratamente in ingresso al sistema che si sta analizzando si ottiene y; () = x1(t) +c e
y2(t) = x2(t) 4 c. Ponendo invece come ingresso la somma x;(¢) 4 x2(¢) si ottiene y(z) =
x1(t) +x2(t) + ¢, mentre se il sistema fosse stato lineare si sarebbe dovuto ottenere y(r) =
X1 (l‘) +X2(t> + 2c.

2. Tempo—invarianza: un sistema si dice tempo—invariante se, dato y(¢) = T;[x(¢)] e definito x| (t) =

x(t —7), risulta yy (t) = Te[x1 (¢)] = y(t — 7).
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x(t) —»@—» y(t) = x(t) cos(2 f1)

cos(2mft)

Esempio

3. Causalita: y(t) = T;[x(§)] , & € (—oo,1]
4. Stabilita: |x(t)| < Mx < oo = |y(t)] < Mx < +oo

5. Memoria: si dice che un sistema lineare tempo invariante ha memoria quando la sua uscita in
un certo istante non dipende esclusivamente dal valore dell’ingresso applicato in quello stesso
istante, ma anche da valori precedentemente assunti dall’ingresso. Ad esempio y(t) = x(t) +
x(t —7) & un sistema con memoria mentre y(¢) = cx(t) ¢ istantaneo cio¢ non ha memoria. Si
osservi che si ammette 1’esistenza di sistemi non causali ma con memoria. Si suppone che i
sistemi non lineari siano istantanei, cio€ senza memoria.

Come si puo caratterizzare il legame ingresso-uscita per un sistema lineare tempo-invariante?
Si puo pensare di approssimare il segnale x(z) con gradini di passo €, prendendo come ampiezza il

valore centrale del gradino.
& x(ne t—ne
x(t) & Z @rect (Tn) € (3.3)

Nn=—oo

Quindi si sta considerando la somma di impulsi rettangolari del tipo:

pu(t) = Lrect (’ ‘8”’8) (3.4)

Prendendo ora due impulsi rettangolari di questo tipo centrati in due istanti di tempo differenti e
facendone il prodotto interno si ottiene:

T T 1 t —ne t —me
(Pns Pm) = _ pn(t)pm(t)dt:/ ;rect( - )rect( - )dt

—o0

B {0 pern#m (3-5)

/e pern=m

Facendo tendere a zero la durata delle rect a zero si ottiene una rappresentazione di x(z) con un treno
di impulsi:

fim f @rect (“T”E) £ — / T (2)8(t — Ty = x(1) (3.6)

8_)0}'1 —o0

—=—o00

Questo perche, se € tende a 0, si ha:

e £ —dtT
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e ne—7
o lrect(“2E) — §(t—1)
T

Quindi & stato ottenuta la rappresentazione del segnale x(¢) tramite una serie di impulsi. Quindi
I’uscita del sistema continuo sara data da:
—+oo

W) = Tx(t)] = T2 [ /_ j’xms(t _ r)a’r] _ /_ (0T[5~ ))ds 3.7)

avendo sfruttato la proprieta di linearita data dal fatto che x(7) ¢ una costante rispetto a 7, che opera
solo su 7. Inoltre, sfruttando anche la proprieta di tempo—invarianza:

—+oo
y(7) :/ x(T)h(t —1)dt (3.8)
dove si definisce risposta impulsiva del sistema continuo:
h(r) = T.[8(1)] (3.9)
Quindi per un sistema LTT si ottiene:
~+o0
W) = / X(T)h(t — T)dt (3.10)

dove y(t) ¢ larisposta del sistema all’ingresso x(z). Affinché sia possibile caratterizzare il sistema LTI
¢ importante conoscere 1’andamento della risposta impulsiva.

3.2 Proprieta del prodotto di convoluzione

Si indica il prodotto di convoluzione con il simbolo &, quindi si ha:
~+oo

V() = x(1) @ (1) 2 / XDt — 7)dt (3.11)

—o0

1. Commutativa: scambiando ingresso e risposta impulsiva si ottiene lo stesso segnale in uscita.

Dimostrazione:

3(t) = / T (Ot — t)de = / = Dh(2)dE (3.12)

ottenuto imponendo 7 = ¢ — 7. Quindi ¢ stato dimostrato che si ottiene ancora un prodotto di
convoluzione: h(t) ® x(t). Si osservi che questa espressione puo essere interpretata consideran-
do un sistema del tipo mostrato in figura 3.1}

2. Associativa: si considerino due sistemi LTI collegati in serie o in cascata come in figura[3.2] Per
essi sappiamo che: y; (1) = x(r) ® hy(t) e che y(t) = y1(t) @ ho(¢). Si vuole esprimere il legame
ingresso—uscita dell’intero sistema:

¥(t) = [x(6) @ b ()] @ ha(1) = x(0) ® [ (1) @ B (1)) (3.13)
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h(t) y(t)
x(1)

Y

Y

Figura 3.1: Proprieta commutativa per sistemi LTI.

x1 (1) yi(t) y()

Figura 3.2: Proprieta associativa per sistemi LTT.

Dimostrazione:

)= [ (- ae

too / oo (3.14)
_ / ( / (B (7 — f)df) ho(t — T)dt
ora, effettuando il cambiamento di variabile T/ = T — 7, si ottiene:
~+o0 ~+o0
_ / / H(F)h ()ha i — T — T)d7dT
tee (3.15)

X(D)[h (t = T) @ ha(t — T))dT

(oo}

%)@ [ (1) @ o 1)]

Quanto ottenuto puod essere interpretato considerando la convoluzione £ (f) @ hy(t) come la
risposta impulsiva di un sistema LTI equivalente, quindi la serie o cascata fra due sistemi LTI &
equivalente ad un sistema LTT la cui risposta impulsiva ¢ data dalla convoluzione delle risposte
impulsive dei sistemi di partenza.

Osservazioni

e Tenendo conto anche della proprieta commutativa si puo concludere che il comportamento
del sistema nel suo complesso ¢ indipendente dalla posizione relativa dei blocchi che lo
costituiscono.
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e Si puo reinterpretare la relazione costitutiva della delta:

/ (08t — T)dt = x(1) © 8(t) = x(¢) (3.16)

—o0

si osservi infatti che la delta risulta I’elemento unitario rispetto al prodotto di convoluzio-
ne.

e Inoltre considerando una traslazione della delta ed effettuando la convoluzione con un
segnale x(¢) si osserva che il segnale in uscita risultera ugualmente traslato:
~+oo

A1) © 8t ) :/ X(2)8(t =7 — 1)dt = x(t —7) (3.17)

—o0

3.3 Sistemi LTI

Sia dato un sistema LTI con segnale di ingresso x(¢) e segnale di uscita y(z) i quali ammettono le

seguenti TCF:

(1) £ x(f)

NOR=240)

Si vuole determinare la relazione in frequenza tra ingresso e uscita del sistema sapendo che la sua
risposta impulsiva € data da &(¢). Si dimostra che:

TCE
<~

y(t) = x(t) ® h(t) Y(f)=X(NH(S) (3.18)

dove H(f) ¢ la TCF della risposta impulsiva del sistema.

Dimostrazione:

V()= [ ywe i ar
= /_J:o [/::ox(r)h(t— r)dr] e 2 gy (3.19)
— /::o [/::oh(t — r)ezj”ftdt} x(t)dt

usando la proprieta della trasformata continua di Fourier per una traslazione nel tempo, si ottiene:
+oo 5

V()= [ H(Pe i (wd
too

_H(f) / e 2T (1)d

—H(HX()

Quindi ad una convoluzione ordinaria nel tempo corrisponde un prodotto nella frequenza; questo
significa che la H(f) pesa le singole componenti in frequenza del segnale di ingresso. Inoltre se

(3.20)
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alcune componenti non sono presenti nel segnale di ingresso non lo saranno neppure nel segnale in
uscita.
Ora si pone in ingresso al sistema LTI un segnale armonico complesso del tipo:

x(t) = e/t (3.21)
Il segnale di uscita sara dato da:

(1) = x(1) @h(r) = h(t) @x(1)
oo oo .
_/ )dT:/ h(1)e/> (=% gg
:ejZﬂ:f()t/ h(t)e 12Ty

— H(fo)ejZTEfol

(3.22)

dove H(fp) ¢ la trasformata di Fourier di /(¢) calcolata in corrispondenza dell’unica componente in
frequenza del segnale di ingresso. Quindi ponendo in ingresso ad un sistema LTI un segnale armonico
puro, in uscita si ottiene ancora un segnale armonico puro in cui risulta modificata solo la ampiezza
complessa che non ¢ pil unitaria:

2 n)y EE H(fy)e 2 (3.23)

In base a queste osservazioni ed in analogia con la teoria degli spazi vettoriali, si puo affermare che
gli esponenziali complessi (segnali armonici puri) rappresentano le autofunzioni per i sistemi LTT.

Ora si generalizza ci0 che ¢ stato ottenuto per un insieme infinito di componenti armoniche. Per
questo si considera un segnale periodico di periodo 7y, rappresentabile con uno sviluppo in serie di
Fourier:

+o0 .
x(t) = Y Xyel2m/To (3.24)
L’uscita del sistema LTI sara data da:

y(1) = x(r) @ h(r) ZX /2T @ (1) (3.25)

Utilizzando la proprieta associativa si ottiene:

~+oo
) =Y [xneﬂ”"’/ g h(z)} (3.26)

—o0

Ora, sfruttando cio che ¢ stato ottenuto per un singolo segnale armonico complesso, si ha:

foo n .
=Y X.H (70> el2mnt/To (3.27)
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Osservazioni

1. Ponendo in ingresso un segnale periodico di periodo 7Tp, in uscita si ottiene ancora un segnale
periodico di periodo Tp; infatti Y,, = X,,H (n/Ty) rappresenta lo sviluppo in serie di Fourier di un
segnale periodico di periodo 7p, con Y, generico coefficiente dello sviluppo.

2. Il legame appena introdotto definisce le modalita con cui il sistema LTI modifica le ampiezze
complesse delle singole componenti in frequenza del segnale in ingresso. Quindi H(f) vie-
ne chiamata risposta in frequenza del sistema LTI, perché modifica frequenza per frequenza
I’ampiezza complessa delle componenti armoniche del segnale di ingresso.

3.3.1 Esempio

Si consideri un segnale armonico lineare di periodo Tp = 1/ fj:

x(t) = Acos(2xfot) (3.28)
Nel complesso si ottiene:
A
5 =+l1
X,=42 P (3.29)
0 altrimenti
Supponendo nota la risposta impulsiva del sistema LTI:
n(t) &£ H(f) (3.30)
‘%H (fo) pern=1
Y, =14 4H(—fy) pern=—1 (3.31)
0 altrimenti
. . A - A ;
y(1) = 1€l oy e N0 = S H(fo)e PO 4 S H (— fo)e 2T (332)

scrivendo H(fp) in termini di modulo e fase e ricordando che gode della simmetria Hermitiana per
cui H(fo) = H*(—fo), si ottiene:

A A o
y(t) = 3 \H(fo) |eJ9h(f0)eJ2ﬂ"fo + §|H(—f0) |e*J9h(f0)e*J2ﬂ"fo

(3.33)

eJ10n(fo)+2mnfo] 4 o= il64(fo)+2mn o) }

= AlH ()] { .

= A|H(fy)| cos[2x fot + 6,(fo)]

Quindi, a partire da un coseno di fase nulla ed ampiezza A, si ottiene in uscita un coseno sfasato di
0,(fo) e con ampiezza A|H(fy)|. Si osserva che il periodo rimane invariato. Inoltre, poiche |H(f)| e
0,(f) rappresentano rispettivamente la risposta in ampiezza ed in fase del sistema LTI si ha:

Y (N =X H(F)] (3.34)
6,(f) = 6x(f) + () (3.35)
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Figura 3.3: Propreta di causalita per sistemi LTL.

3.3.2 Altre proprieta dei sistemi LTI

e Stabilita: un sistema si dice stabile se a un ingresso limitato in ampiezza corrisponde un’uscita

anch’essa limitata in ampiezza. Piu precisamente, dato |x(z)| < Mx, poiche I’uscita di un sistema
LTI si esprime come:

3(t) = / T (Ot — 1)de (3.36)

—o0

ne consegue che:

o0
< [ B b - )lax
o (3.37)

()l = ] 7 s -nyae
< Mx/_+°° Ih(t —1)|d7

Si osservi che, affinché questa quantita sia finita, & necessario che I'integrale I = [ |h(r —
7)|d7 sia limitato, cioé che la funzione /(¢) sia un segnale impulsivo: I = [ |h(t — 7)|dT <
+oo.

Quindi condizione necessaria e sufﬁcient affinche un sistema lineare tempo—invariante sia
stabile & che il segnale /(¢) sia impulsivo.

Causalita: un sistema LTI ¢ causale se la generica dipendenza tra segnale di ingresso e di uscita
puo essere espressa come segue:

yO) =Tx(§)] , §e(==1] (3.38)

Questo implica che la risposta di un sistema LTI causale ¢ nulla fino a quando non viene
applicato 1’ingresso.

lin questa sede ¢ stata dimostrata solo la sufficienza
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6(1)

e Un sistema causale si dice istantaneo o privo di memoria se:

Y

Figura 3.4: Sistema LTI con memoria di lunghezza finita /,,.

(3.39)

cio¢ se I’uscita in un certo istante dipende solo dall’ingresso allo stesso istante.

e Si dice che un sistema causale ha memoria di lunghezza L, se:

3.3.3 Esempi di sistemi LTI
Ritardatore Ideale

per € € (t — Iy, 1]

(3.40)

Sia dato il sistema con relazione ingresso—uscita mostrata nella figura[3.5] dove T rappresenta I’entita
del ritardo introdotto. La risposta impulsiva si ottiene ponendo in ingresso una delta di Dirac: x(t) =

x(1)

Y

y(t) =x(t—T)

Figura 3.5: Ritardatore Ideale.

-
2

(3.41)
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Quindi la trasformata della risposta impulsiva ¢ data da:
H(f)=1-e "7 (3.42)

Quindi le ampiezze delle componenti in frequenza rimangono inalterate.

Canale a due raggi

Sia dato il sistema mostrato nella figura[3.6]in cui si effettua la somma fra un segnale x(¢) e lo stesso
segnale traslato di una quantita 7". Si ottiene in uscita:

x(t) y(t)

- —_—

Figura 3.6: Canale a due raggi.

() =x(t)+x(t—T) (3.43)
La risposta impulsiva si ottiene al solito ponendo in ingresso al sistema una delta di Dirac:
h(t)=0(t)+06(—T) (3.44)

Da questo si deduce che il sistema che si sta modellando ha un comportamento dispersivo, poiche
in uscita si individua una componente non centrata nell’origine, che non ¢ presente nel segnale di
ingresso; in questo caso si dice che si ha dispersione sull’asse dei tempi (fig. [3.7). Quindi la risposta
in frequenza sara:

H(f)=14¢ /2T (3.45)
dove la risposta in ampiezza ¢ data da:

\H(f)?=H(f)-H*(f) = (14 2T . (1 4 &/>T) =24 2cos(27fT)

3.46
H(f)| = /21 +eos@arT) (340

quindi la risposta in ampiezza introduce un nuovo cammino non costante ma con andamento espo-
nenziale.
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o(r) ht)

Y
Y

T
Figura 3.7: Risposta impulsiva del canale a due raggi.
6(z) h(t) = u(t) A
> 1 > 1
Figura 3.8: Risposta impulsiva dell’integratore ideale.
Integratore Ideale
Un integratore ideale ¢ definito dal seguente legame ingresso—uscita:
t
W) = / ()i’ (3.47)
Per verificare che sia un sistema LTI al solito si pone in ingresso una delta di Dirac:
t
h(r) = / §(')dt' = u(r) (3.48)

quindi in uscita si ottiene una funzione a gradino come mostrato nella figura[3.§]

Osservazioni

e Poiche (1) = 0 pert < 0, il sistema & causale.
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Figura 3.9: Circuito RC.

e /i(t) ha durata illimitata, quindi il sistema ha memoria infinita.

e A(t) non ¢ un segnale impulsivo, quindi il sistema non ¢& stabile.

Inoltre, la risposta in frequenza dell’integratore ¢ data da:

1

1
H(f)==6 — 3.49
(1) =380+ 53327 (3.49)
Generalizzando, la risposta in frequenza del sistema ¢ data da:
1 X(f)
Y(f)==6(f)X(0 3.50
()= 581X O) + 5527 (350)
Integratore a Finestra Mobile
Per I’integratore a finestra mobile, il legame ingresso—uscita ¢ dato dalla seguente espressione:
t
y(t) = / x(t')dt' (3.51)
t~T

Quindi si ha un sistema LTI, la cui risposta impulsiva ¢ data da:

h(t) :/ttTcS(t’)dt’z /;5(t/)dt/—/;T3(t/)dt/ =u(t)—u(t—T) :rect(t_;/z) (3.52)

Quindi si ottiene un sistema causale, con memoria di lunghezza T e stabile.

Circuito RC

Sia dato un classico circuito RC come quello mostrato nella figura dove x(t) ¢ la tensione di
ingresso, y() quella di uscita. Il legame ingresso—uscita si esprime tramite I’equazione della maglia:

x(t) =Ri(t)+y(t) = RCd)c;—y) +y(t) (3.53)
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x(t) ()

canale
radio

Figura 3.10: Esempio di distorsione del segnale di ingresso.

risolvendo tale equazione differenziale nel dominio della frequenza, si ottiene:

X(f)=RC2mfY(f)+Y(f) (3.54)
Si vuole ricavare la risposta impulsiva del sistema; sapendo che Y (f) = H(f)X (f), si ottiene:

Y(f) 1

HUN) = X7 ~ 15 jankey (3.55)
antitrasformando: {
h(t) = R—Ce—f/ RO u(r) (3.56)

si osserva che T = RC ¢ proprio la costante di tempo che indica quanto rapidamente si scarica il
condensatore.

3.4 Condizioni di non distorsione

Si dice che un sistema distorce il segnale in ingresso quando la forma di quest’ultimo risulta modifi-
cata in uscita, come avviene nell’esempio della figura Invece, si dice che il sistema non distorce
il segnale di ingresso quando in uscita si ha un segnale che, rispetto all’originale, risulta al piu atte-
nuato in ampiezza e ritardato nel tempo. In maniera formale, indicato con x(¢) il segnale in ingresso,
all’uscita di un sistema continuo non distorcente si ottiene:

y(t) = Kx(t —7) (3.57)

Il legame specificato descrive un sistema lineare tempo—invariante con risposta impulsiva data da

B.I1

h(t)=Ko(t—7) (3.58)
Facendo la trasformata continua di Fourier e quindi passando al dominio coniugato, si ottiene:

H(f) = Ke 2™/7 (3.59)
in cui I’attenuazione ¢ espressa da |H(f)| = K, mentre il ritardo introdotto & dato da 6(t) = —27 f7.

Queste due condizioni, che determinano il tipo di attenuazione e sfasamento che possono essere
introdotte da un sistema/canale considerato non distorcente, sono anche note come condizioni di
Heaviside.
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x(1) y(t)

canale a
due raggi

T t T 2T t

Figura 3.11: Risposta impulsiva di un sistema non distorcente..

x(r) y(t)

canale a
due raggi

T t T 2T t

Figura 3.12: Dispersione temporale introdotta dal canale a due raggi.

3.4.1 Casi di distorsione

E interessante considerare due possibili casi di sistema che non rispetta le condizioni di Heaviside:
1. Sistema LTI con risposta in frequenza che non rispetta le condizioni suddette.

2. Sistema non lineare su cui si fa I’ipotesi restrittiva di istantaneita.

3.4.2 Sistema LTI con risposta in frequenza che non soddisfa le condizioni di
Heaviside

Si consideri il canale a due raggi, [3.3.3] Si dimostra facilmente che il modulo della risposta in
frequenza ¢ dato da:

|H(f)| = \/2[1 +cos(2mfT)] (3.60)

quindi si deduce che il canale a due raggi non soddisfa la condizione di Heaviside sull’ampiezza della
risposta in frequenza; infatti alcune componenti in frequenza vengono amplificate (cio¢ moltiplicate
per 2) mentre altre vengono rese “invisibili” in uscita. In questo caso si parla di distorsione lineare
(perche il canale ¢ lineare) di ampiezza o anche di dispersione, perché la durata del segnale in ingresso
¢ inferiore alla durata del segnale in uscita, [3.12]

3.5 Filtri Lineari Ideali

I filtri lineari ideali rappresentano un’importante classe di sistemi LTI. Con il termine Filtro si intende
un apparato che esercita un’azione selettiva nei confronti delle componenti in frequenza del segnale
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\H(f)| 6 (f)

—fm fu f b

Figura 3.13: Modulo e fase della risposta in frequenza di un filtro passa—basso ideale.

di ingresso, per questo i filtri si classificano in base alle frequenze che appartengono alle bande di
interesse e a quelle che si intende eliminare, in particolare si distinguono quattro tipi di filtri ideali:

1. passa—basso,

2. passa-alto,

3. passa—banda,

4. elimina—banda.
Si definisce banda passante del filtro ideale il supporto della risposta di ampiezza. Si definisce banda

oscura del filtro ideale il complemento della banda passante.

3.5.1 Filtro ideale passa—basso

Nella figura [3.13| sono mostrati modulo e fase della risposta in frequenza di un filtro passa basso le
cui espressioni sono le seguenti:

i)

H =rect| — (3.61)

) =reet 51
On(f) = —2xmfr (3.62)

quindi complessivamente la risposta in frequenza ¢ data da:
H(f) = rect (i) e 21 (3.63)

2fm
Quindi la banda passante del filtro ideale passa basso ¢ data dall’intervallo B = [— fu, fm]-

Facendo I’antitrasformata della risposta in frequenza, si ottiene la risposta impulsiva:
h(t) = 2Bsinc(2B(t — 1)) (3.64)

Si osservi che tale risposta impulsiva ¢ rappresentativa di un sistema non causale (infatti ¢ non nulla
per t < 0) e stabile (cioe limitata).

Inoltre si osserva che tale filtro ideale ¢ anche non distorcente se la banda del segnale di ingresso
risulta interamente contenuta nella banda passante del filtro.
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IH(f)] On(f)

—fu fu f f

Figura 3.14: Modulo e fase della risposta in frequenza di un filtro passa—alto ideale.

3.5.2 Filtro ideale passa-alto

Il filtro ideale passa—alto si comporta in maniera complementare al passa—basso. Si osserva che in
questo caso la banda passante risulta di misura infinita.

3.5.3 Filtro ideale passa-banda

[H(f)] 6n(f)

_fM _fm fm fM

Figura 3.15: Modulo e fase della risposta in frequenza di un filtro passa—banda ideale.

In questo caso la banda passante ¢ finita e si definisce frequenza di centro banda la frequenza in
cui sono centrate le due rect che costituiscono il modulo della risposta in frequenza:

- fm+fM
2

fc (3.65)

3.5.4 Filtro ideale elimina—banda o a reiezione di banda

Questo tipo di filtro ideale permette il passaggio di tutte le frequenze di un segnale di ingresso, ad
eccezione di quelle contenute in una certa banda chiamata banda oscura: B = fy; — fi.
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|H (f)|

fm fM f

Figura 3.16: Modulo della risposta in frequenza di un filtro ideale a reiezione di banda.
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Capitolo 4

Correlazione tra segnali

Dati due segnali x(¢) e y(¢) ad energia finita, si definisce correlazione mutua o cross—correlazione tra
x(t) e y(t) il prodotto tra x(¢) e una generica versione traslata di y(z):

~+oo
Cxy(T) £ / x(t)y*(t — 7)dt 4.1)
Si osservi che:

e la correlazione mutua puo essere vista come una generalizzazione del prodotto interno:

()= [ atoy wa @2

—o0

e inoltre, la correlazione mutua somiglia al prodotto di convoluzione:
~+oo
y(1) = / X(0)h(t —7)dt 4.3)

ma si tenga presente che, mentre il risultato della convoluzione dipende da ¢, il risultato del-
I’operazione di correlazione mutua dipende da 7, infatti dalla prima operazione si ottiene un
segnale di uscita, mentre con la seconda si vuole sottolineare la traslazione temporale imposta

da y(r).

4.1 Proprieta della correlazione mutua

1.
Cxy(T) = ¢l (—7) 4.4)
Dimostrazione:
+oo I—t_1 +oo
(7)) = | y()x*(t—1)dt = / y(t' +1)x*(t")dt'
- { / +oox(t/ )y (' 4+ T)x (¢ )dt/} 4.5)
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Si definisce I’operazione di autocorrelazione la correlazione mutua tra un segnale ed una sua
generica versione traslata:

~+oo
() 2 / x(t)x*(t — 7)dt (4.6)
alla luce della proprieta appena dimostrata, si puo affermare che:
cxx(T) = i (—7) 4.7)

quindi I’operazione di autocorrelazione gode della proprieta di simmetria Hermitiana.

2. Se x(t) e y(t) sono segnali reali allora cyy ¢ reale € ¢y (7) = cx,(—7). Inoltre, se x(¢) = y(¢),
allora ¢y (7) = cxx(—7); quindi, nel caso di segnale reale, 1’autocorrelazione & una funzione
pari.

3. Lacorrelazione mutua tra x(¢) e y(¢) valutata in 0 & uguale al prodotto interno degli stessi segnali
ed ¢ anche nota come energia mutua.

~+oo
cﬂm:@w:/ x()y* (1)dt = Eyy 4.8)

—o0

Inoltre, considerando 1”autocorrelazione di x(¢) nello 0, si ottiene I’energia del segnale x(t):

—o0

~+o0
cmm:/.mw@m:a 4.9)
Si osservi che:

e FE, ¢ sempre una quantita reale.
e E, in generale ¢ una quantita complessa € vale Eyy, = Ej;, poiché ¢y (T) = ¢}, (—17).

e infine, se x(7) e y(¢) sono ortogonali, la loro energia mutua ¢ nulla: E,, = 0.
4. Dato un segnale s(t) = x(¢) + y(¢):
E;=E,+E,+2R{E\,} (4.10)

Dimostrazione:

Bom [Tt = [ s 0= (5. = (e )

= (6x0) +(xy) + 0hx) + (1Y) = Ex+ Eqy + Epx + Ey = Ex+ By +2R{Eyy }

(4.11)

dove I'ultimo termine ¢ il risultato della somma di due numeri complessi e coniugati.

Si dice che i segnali x(r) e y(t) sono incorrelati se cxy(T) = 0 per tutti i valori di 7. Quando
cio avviene, si puo affermare che x(¢) & ortogonale rispetto a qualunque versione traslata di y(z) (e
viceversa).

Inoltre, dati due segnali incorrelati, 1’autocorrelazione del segnale somma s(¢) & semplicemente la
somma delle autocorrelazioni dei due segnali:

Css(T) = cxx(T) + ¢y (7) 4.12)
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4.2 TCF della correlazione

Supponendo che:
TCF
x(t) =

X(f) , y() = Y(f)

definiamo e
cxy(r)é/ ()Y (t — T)dt = x(7) @ y* (—7) (4.13)

—00

Applicando le proprieta della trasformata continua di Fourier si pu0 scrivere:

TCE

— Y(=/f)

&= Y (-f)

y(=1)

¥ (1)

quindi:
TCF

— X(NHY*(f) (4.14)

Cxy(T)

e inoltre: TCF

cx(T) = X(HX(f) = X(HP = ex(f) (4.15)
da cui si deduce che la trasformata continua di Fourier di una funzione che gode della simmetria
Hermitiana & una trasformata reale, infatti la funzione e,(f) dipende solo dallo spettro di ampiezza

del segnale.

ex(f) = / +O°Cxx(T)e_j2nde‘L' (4.16)

cxx(T) = / +ooex(f)ef'z’fffdf (4.17)
400

cxe(0) :/m ex(f)df = E, (4.18)

da cui si deduce che e,(f) rappresenta una densita di energia per unita di banda.

Osservazioni
1. ex(f) € una funzione reale di f e risulta sempre maggiore o uguale a zero.

2. ex(f) rappresenta 1’energia di x(7) per unita di banda ed ¢ denominata densita spettrale di
energia.

+oo +oo
E= [ oPd= [ x(Pdr (4.19)

— o0 —

dove questa espressione rappresenta un caso particolare dell’uguaglianza di Parseval.

3. Inoltre, si parla di densita di energia mutua quando si considera la trasformata della correlazione

mutua:
TCF

= X(NY(f) = ex(f) (4.20)

Cxy(T)

cry(T) = / +°° ex(f)e?™Tdf (4.21)

—o0
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+o0
xy(0) = / exy(f)df = Exy (4.22)

—o0

quindi, considerando I’energia mutua, una generalizzazione dell’uguaglianza di Parseval ¢ la
seguente:

Ey= [ xvwai= [ x(p¥(pas @.23)

—o00 —o0

Teorema di Wiener

La funzione densita spettrale di energia ricavata dall’uguaglianza di Parseval ¢ la traformata
continua della correlazione mutua.

Si consideri che la possibilita di portare i segnali nel dominio coniugato permette un grado di liberta
in piu nello studio della teoria dei segnali.

4.3 Caso di sistemi LTI

Nel caso in cui i segnali x(¢) e y(¢) rappresentano rispettivamente 1’ingresso e 1’uscita di un sistema
LTI, si vuole caratterizzare 1’uscita anche in termini di correlazione. Sapendo che:

Y6) =x()@h(t) <= Y(f)=X(f)H(S) (4.24)

si ricava la correlazione:

cye(T) = ¥(7) @ x°(=7) = [x(7) © h(T)] @ X" (1) (4.25)

Primo Caso

Applichiamo in successione le proprieta associativa e commutativa, di cui gode il prodotto di convo-
luzione:

ce(7) = (1) @ X (=7)] @ h(7) = cau(T) @ A(7) (4.26)

questo risultato si puo interpretare supponendo di avere, come ingresso del sistema LTI considerato,
’autocorrelazione del segnale x(z), rappresentata nella figura

Secondo Caso

ey (T) = y(7) @y (=7) = [x(7) @ h(7)] ® [x*(—7) © h*(—7)]
= [x(7) @x" (—7)] ® [h(T) @ h* (—7)] (4.27)
= (T) D¢y,

Quindi abbiamo ottenuto I’espressione dell’autocorrelazione del segnale di uscita in funzione del
segnale di ingresso e della risposta impulsiva del sistema.
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h(t)

cxe(7) sistema &x(7) .
ex(f) LTI eyx(f) =ex()H(f)
H(f)
Figura 4.1: Autocorrelazione del segnale x(7).
Chh<T )
cxe(7) sistema en(7) .
ex(f) LTI ey(f) =ex()H(/)?

en(f=H()P)

4.4 Correlazione mutua tra segnali periodici

Supponiamo che x(¢) e y(¢) siano segnali periodici di periodo Ty, per i quali € nota la trasformata
discreta di Fourier:

() 2 ox, o yo) Eoy,

La correlazione fra segnali periodici dello stesso periodo ¢ data da:

N 1 +Ty
co(T) 2 / (1) (1 = T)dr (4.28)
To Ji

si osserva che, pur considerando segnali di potenza, il risultato dell’integrale non presenta problemi
di convergenza, perché I’integrazione viene effettuata su un intervallo limitato.

Ora si vuole mettere in relazione la correlazione mutua di segnali periodici con i coefficienti dello
sviluppo in serie di Fourier. Per questo si sostituisce nell’espressione della correlazione lo sviluppo in
serie di Fourier di x(z) e y(¢):

ny(f) = ?0/; Z X,¢’/ nnt/To | . Z Yiel am(t=7)/To | 4

n=-—oo m=—oo
S oo oo
:Ti _t+ ’ ( y ¥ XnYn’:eﬂﬂmf/Toeﬂ”("—mWTo) dt (4.29)
0Jt n=—ocom=—oo

~+o0 —+oo
Z Z —X Y*eJZTL'mI/TO/ e]ZTC(n m)l/TOdt

n——oom——oo

ma I’integrale rappresenta il prodotto interno fra due elementi della base di Forier periodici di periodo
T()i

1 =+ I sen=m
- ejzn(n m I/Todl‘ R = = 4.30
Ty /f (91, 0m) 0 sen#m (430)
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ne consegue che la correlazione mutua tra due segnali periodici dello stesso periodo ¢ espressa dalla
seguente:

+oo ,
cy(T) = Y Xa¥yel2me/To (4.31)

N—=—o0

Osservazioni

1. ¢xy(7) risulta espressa in termini della trasformata serie di Fourier di x() e y(¢), quindi si puo
evitare il calcolo dell’integrale di correlazione.

2. L’espressione ottenuta pud essere interpretata come lo sviluppo in serie di Fourier di una
funzione periodica di periodo 7y, dove X,,Y," rappresenta il generico coefficiente dello sviluppo.

Caso particolare

Per x(¢) = y(t), ’autocorrelazione di x(z) & data da:

+oo ‘
(1) = Y | Xy| e/ To (4.32)
Nn——oo
e dipende esclusivamente dallo spettro di ampiezza del segnale x(¢). Imponendo 7 = 0, si ottiene una
potenza. Inoltre si ricorda che la potenza media temporale di un segnale puo essere espressa come
segue:

1 +Ty 1 t+To
cx(0) = — / x(t)x*(t)dt = — / lx (1) |*dr (4.33)
Ty Ji Ty Ji
quindi:
+o ) 1 +Ty 2
@ =P= ¥ WL =g [ 0P (4.34)

quindi, anche in questo caso, si ottiene una particolare forma dell’uguaglianza di Parseval applica-
ta a segnali periodici. Si osserva che in questa espressione il termine |X,|?> rappresenta la potenza
dell’armonica di ordine n del segnale x(7).

La trasformata continua di Fourier della funzione di autocorrelazione ¢ espressa come segue:

v 2 j2mnt/T; TCE v 2 1\ 4
cu(T) = Z 1X,|%e’ 0 = Z X, | 6(f—70> 2 pe(f) (4.35)

n—=—-—oo n——oo

dove p.(f) rappresenta una densita spettrale di potenza. La seguente espressione deriva in maniera
ovvia:

Cxx<T) = /+°o px(f)ejzimfrdf (4.36)

—o0

di conseguenza la potenza puo essere espressa come segue:

P = cx(0) = /

~+oo

_pdpdf (4.37)

Infine si osserva che, per un segnale periodico, la densita spettrale di potenza ¢ fisicamente colloca-
ta sui multipli di 1/Tj (cioe in corrispondenza delle armoniche), anche se matematicamente & una
quantita continua.
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Campionamento

5.1 Campionamento di segnali continui

Dato un segnale continuo s(z), vogliamo rappresentarlo tramite un segnale discreto, cio¢ median-
te una sequenza dei suoi valori. Inoltre richiediamo che I’operazione sia reversibile. Si consideri la
funzione: ¢(t) = repyp(r), dove p(r) = rect(¢/T), come mostrato nella figura[5.2] Effettuando il pro-
dotto s(z) - c(t), si ottiene lo stesso segnale s(z) ma solo negli intervalli in cui ¢(¢) vale 1, In questo
caso si dice che ¢ stato effettuato un campionamento naturale uniforme.

Se si fa tendere a zero la durata 7 della rect, la funziona campionatrice diventa un treno di 9 di
area T, chiamata anche funzione pettine, rappresentata nella figura Quindi si effettua nuovamente
il prodotto del segnale con la funzione campionatrice:

s(t)e(t) = s(1) Jio To6(t—nT)=Ts(t)d(t—nT)=Ts(nT)S6(t —nT) = s.(¢) (5.1)

n—=-—oo

quindi si ottiene un treno di 6 aperiodico rappresentato nella figura Si osserva che, pur essendo
formalmente un segnale continuo, s.(¢) & equivalente nella sostanza alla sequenza di valori s(nT') per
n=0,£1,£2,... e quindi puo essere considerato un segnale discreto.

La sequenza di valori s(nT) rappresenta la sequenza di campioni prelevati da s(¢) in corrispon-
denza dei multipli di 7'. In questo caso si parla di campionamento ideale uniforme. 1l termine ideale
indica che la funzione campionatrice ¢ ideale (treno di impulsi ideali di Dirac), mentre il termine
uniforme indica che la funzione campionatrice ¢ costituita da impulsi equispaziati.

Ora ci proponiamo di individuare un procedimento che permetta di riottenere il segnale s(¢) a
partire dalla sua versione campionata s, (), oppure in maniera equivalente dal segnale discreto s(nT).
Si osserva prima di tutto che, dato il segnale s.(z) = s(¢)c(t), se si pud associare uno spettro a c(z),
allora & possibile determinare anche lo spettro di s.(¢):

TCF

se(t) <= Se(f) =S(f) @C(f)

o TCE
c(t) =repyTO(t) = Z T6(t—nT) < C(f) =reppd(f)

N——o0

(5.2)
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4
Figura 5.1: Segnale continuo che si desidera campionare.
c(t)
A
1
[
-
T

Figura 5.2: Funzione con cui si vuole campionare il segnale continuo s(7).
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c(t) = repyp()
con p(t) =Td(r)

Figura 5.3: Funzione pettine.

Is(T)  rgor)

Ts(=T) Ts 0)

Figura 5.4: Segnale s(¢) campionato con la funzione pettine.



80 CAPITOLO 5. CAMPIONAMENTO

Figura 5.5: Trasformata di Fourier del segnale s(¢) che si vuole campionare.
quindi:

solt) = ste)elt) I s.(p)=S(H)e Y. 8(f—nF)

Nn=—oo

_ Y s()@8(r—nF)

= 1eprS(f)

Il risultato ottenuto era prevedibile poiche si potevano effettuare considerazioni sulla dualita. Quindi,
campionare nel tempo equivale a periodicizzare nella frequenza: 1’intervallo di campionamento ¢ 7,
la frequenza di campionamento ¢& il suo inverso: F = 1/T.

Ora si vuole ricostruire il segnale originario s(z) a partire da quello campionato s.(¢). Per farlo,
supponiamo che lo spettro del segnale prima del campionamento sia quello mostrato nella figura
[5.5] dove implicitamente assumiamo di considerare un segnale reale e pari con larghezza di banda
monolatera pari a B, quindi a banda limitata.

Periodicizzando lo spettro, si possono verificare due situazioni significative:

(5.3)

1. il casoincui F > 2B

Se(f)

—B B F-B F+B f
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2. il casoincui F < 2B

F+B

in questo caso si osserva che ¢’¢ una sovrapposizione tra le repliche di S(f); tale fenomeno &
noto con il nome di aliasing.

Volendo ottenere S(f), si devono eliminare le repliche dello spettro. Questo si ottiene ponendo subito
dopo la modulazione un filtro passa basso che trasforma il segnale con spettro periodico in un segnale
con spettro aperiodico:

) @ H(f) = rect () 5:(1)

c()

A questo punto, distinguendo di nuovo i due casi, si ottengono 1 seguenti risultati:

1. Per il filtraggio di repliche non sovrapposte, supponendo che B < B’ < F — B:

in questo caso si osserva che 1I’operazione di campionamento ¢ reversibile.
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2. Per il filtraggio di repliche con aliasing con B’ = F /2:

Se(f)

Sl
&,\

F
-B -%

in questo caso 1’aliasing ha introdotto una modifica che in generale non € recuperabile. In questo
caso, volendo eliminare completamente il fenomeno di aliasing attraverso un’operazione di
filtraggio, si elimina anche una parte dello spettro di s(¢) e quindi si introduce distorsione.
Quindi, consideriamo I’espressione dell’errore data da:

e(t) £ s(t) —s,(1) (5.4)

la sua energia ¢ data da:

oo oo
Eo= [ lewPar= [ IE(r)Pas 55)

oo

I’energia dell’errore quantifica 1’entita dell’imperfetta ricostruzione di s(z) a partire dai suoi
campioni. Effettuando la trasformata dell’errore, si ottiene un andamento del genere:




Capitolo 6

Esempi

6.1 Spettri di ampiezza e di fase dell’impulso rettangolare

Consideriamo I’'impulso rettangolare
s(t) = Arect(t/7) (6.1)

Come abbiamo gia visto, la sua TCF & S(f) = Atsinc(tf). Gli zeri di S(f) si hanno per ©f =n €
7 — {0}, quindi per f =n/t conn # 0.

m__} s
/\\//\ /\\//\ .~
f
RV IRV N
-4/t -3/t -2/t -1t 1/t 2/t 3/t 4t
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AT A IS

—Y

-4/t -3/t -2/t -1/t 1/t 2/t 3/t 4t

k)

-4/t -3/t -2/t -1/t

Y

1/t 2/t 3/t 4t

................... —TT

Poiché S(f) ¢ reale, la fase 6(f) di S(f) vale 0 quando S(f) > 0, e vale £ + k- 27w quando
S(f) < 0. Come abbiamo visto, un segnale reale ha uno spettro S(f) hermitiano, quindi con modulo
pari e fase dispari; per disegnare uno spettro di fase dispari, scegliamo +7 per S(f) <0e f >0, e
—n per S(f) < 0e f <0 (ovviamente, si potrebbe anche fare la scelta opposta).

Ora vediamo 1’effetto sullo spettro di una traslazione tale da far iniziare I’impulso in # = O:

s2(t) = Arect (t _:/2) (6.2)

Si osserva che s5(t) = s(t —tg) con to = T/2. Sappiamo che

s(t—tg) &5 ei2nfog(f) (6.3)
quindi si ha
So(f) = e IPFIAS(f) = ¢ /™" Atsine(Tf) (6.4)

=1

Compare un fattore di fase e /%7, che non modifica lo spettro di ampiezza, ma somma allo spettro
di fase un contributo direttamente proporzionale alla frequenza:

Oy, (f) = 6(f) +arg{e 7"} = 6,(f) — nft (6.5)

Osserviamo che 1 5
7rfr|_f:1/fz7r;r:7r , ﬂff’fzz/T:ﬂETIZﬂ' (6.6)
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Questo vuol dire che il contributo aggiuntivo di fase appena menzionato comporta uno sfasamento di
7 tra due zeri adiacenti della sinc(-) e uno sfasamento di 27 ogni due zeri. Poiché possiamo conside-
rare i contributi di fase definiti a meno di un multiplo intero di 27, al posto di —x fT consideriamo un
andamento compreso tra —27 e O per f > 0 e tra 0 e 27 per f < 0, come nella seguente figura, nella
quale viene nuovamente riportato anche 1’andamento 6;(f):

A
------- Nk 2T
I\ S
bos I \\ T
S S | « T i S
\ \ 1 1 1 1
N N > ' ' ' :
] 1
o . ;i . \ .\ 1 l\ -
: : ! : \\ | \ IS f
: : : 1 \ | \ | N
"""""""""" R I 1 § \ I \ I S
N S
\ N
2T ? [ N

Sommando i due andamenti disegnati, si ottiene lo spettro di fase 6, (f):
A esz(f )

.............................. Tt

Y

-4/t -3/t -2/t -1t

e 1 S B B B B

Si osserva che, in questo modo, anche per 6, (f) abbiamo ottenuto, come per 6,(f), uno spettro di
fase dispari.

6.2 Spettri di ampiezza e di fase dell’onda quadra

Mantenendo la definizione dell’impulso rettangolare s(z) data nella sezione precedente, definiamo
sp(t) come periodicizzazione di s(¢) su base T:

sp(t) =repg {s(t)} 6.7)

Dal legame tra la TCF e la TSF sappiamo che, in questo caso, per i coefficienti della TSF di s,(?),
vale la seguente relazione:

1 n 1
Spn = FOS (70) = foS(nfo) , fo= T (6.8)
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Quindi si ha
Spn = fo [Atsine(tf)]|,_,, = foATsinc(Tnfp) (6.9)

Spn =Afotsinc(nfoT) (6.10)

Graficamente, questo corrisponde a un campionamento dello spettro S(f) opportunamente riscalato
secondo il fattore fy:

AfOT\“%n
AN ||I| | | IIIl s, o
B |||| |||| It N
Afor\“ Sl
e ol ol I||| |‘ ‘l I“I 1IN I T .
n
A B
T[""HH‘ ‘HH
----- -7t
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6.3 Altro esempio

A s(t)
A
! ! 21 -
2 Y 32 t
Al
0 pert <0
A perO0<r <7
= 6.11
(1) —A perT<t<27T (1D
0 pert > 271

Il segnale s3(¢) pud essere espresso come segue:

1 3
t—57T t—57
S3(t):Arect< Tz )—Arect( Tz ) (6.12)

A questo punto, sfruttiamo la linearita e la proprieta di traslazione della TCF:

s(t) = rect (%) I §(f) = wsine(zf) 6.13)

rect(t_r%r> KL o PREIIS(f) = e TS (f) (6.14)

rect <I_T%T> LE ni3Tg( ) = BRI Tg( ) (6.15)

$3() = A PHES(f) = e IFIES() = Ae PRI () < e BRS () (e iT)
=2je IITAS(f)sin(mfT)

53(0)12 = 4421S(1) P sind (27) = 44215(/) P [1 — cos(2 /)] o

=2A%|S(f)|*[1 —cos(2mf)] = 2A%7%sinc? () [1 — cos(2mfT)]

Nel calcolo di [S3(f)|? si & tenuto conto che sin(x) = 5(1 — cos2x). Nell’espressione ottenuta, il
fattore nella parentesi quadra si annulla quando il coseno vale 1, cioe quando I’argomento del coseno
¢ un multiplo intero di 27:

1
2rnfr=k-2n = fr=k = fzk;,kéZ (6.18)
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quindi il fattore in questione si azzera in corrispondenza di tutti gli zeri della sinc(+) e, in piu, per f =0
(non abbiamo escluso k£ = 0). Questo vuol dire che tale fattore, dovuto alla presenza del secondo
impulso rettangolare (quello negativo), oltre a risagomare 1’andamento dello spettro di ampiezza,
annulla il contenuto spettrale per f = 0 (cioe la componente continua) e rende trascurabili i contenuti
spettrali per frequenze piccole, prossime allo zero.

1 .4 T T T T T T
i i : : abs(sin(pi*x)/(p
. abs(sin(pi*x)) -------

12 e S S S R R

02 b SO S e SN
04 . | | | | ; ;
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
1.4 ! ! ! ! . T
i i i i (sin(pi*x)/(pi*x))**2 ———
: ; ; ; (sin(pi*x))**2 -------
1.2 o e pre e e .

02 R S T R N

04 i i i i i i i
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0.8 | o - e — S — R S —

02 R S T R N

-0.4 i i L i i i |

(sin(RI*X)/(pi*X))**2 * (sin(pi*x))™*2 ——

Questo esempio mostra il principio di base della sagomatura spettrale; supponiamo che 1’infor-
mazione che vogliamo trasferire attraverso un canale di comunicazione sia affidata all’ampiezza di
un impulso rettangolare; trasmettendo anche un impulso negativo con stessa durata e ampiezza del-
I’impulso positivo, si effettua una sagomatura in seguito alla quale non ¢ piu necessario che il canale
di comunicazione trasporti fedelmente anche la componente continua e le componenti spettrali con
frequenza prossima allo zero.

6.4 Altro esempio

Si ha:

Cosi come la TCF di una rect(-) & una sinc(+), per dualita, la TCF di una sinc(+) & una rect(-):

s(t) = 2sinc(Bt) cos(2m f,t)

el2mfet + e J2mfct
2

S(t) = 2sinc (Bt) = sinc (Bt)ejznfct + sinc (Bt)eijTL'fct

: TcE 1 f
Bt) < —rect| =
sinc(Bt) grec ( B )

Inoltre, ricordiamo la proprieta della traslazione in frequenza della TCF:

et ZL s(F — fo)

Quindi le TCF dei due addendi ottenuti per s(f) sono

; 1 — f.
sinc(Bt)e/2mfet ZL Erect(f ch)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)
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D f 1
sinc(Bt)e /27! L rect S e (6.24)
B B
Per la proprieta di linearita, la TCF di s(z) &
1 _
S(f) = B [rect (f;ﬂ) +rect (f ch>} (6.25)

Osserviamo che S(f) ¢ reale e pari, come conseguenza del fatto che s(¢) & reale e pari, essendo il
prodotto di due funzioni reali e pari.

Sf)
B 1/5\ B
-1, | f t
6.5 Altro esempio
s(t) = e/*m/et (6.26)

Si tratta di un segnale di potenza, quindi con energia infinita. Per scriverne la TCF in termini di segnale
generalizzato, lo pensiamo come prodotto di 1 per se stesso:

s(t) = 1. /2 (6.27)

e ricorriamo alla proprieta di traslazione in frequenza della TCF, grazie alla quale possiamo affermare
che, essendo 6(f) la TCF di 1, il prodotto appena scritto ha come TCF la stessa funzione di f, ma
con I’argomento f sostituito da f — f:

1 & 50 = 1.7 ZE 55— 1) (6.28)

quindi S(f) = 8(f — f¢). Per convincerci ulteriormente di questo risultato, possiamo effettuare una
verifica calcolando la TCF inversa di S(f):

s(t) = / 0; S(f)e™df = / Z S(f — fo)e*™df = /2! = el27 et (6.29)

6.6 TCF dell’esponenziale unilatero decrescente
st)=Aeu(t) , AteRT (6.30)

S(f) = /°° s(t)e 2™ dr = /wAe_t/Te_jZ”ﬂdt :A/weQﬂZ”f)tdt
— oo 0 0

[ee]

. n 6.31)
= _— . eit/r . eijznft

t=0 %—|—j27tf T 2

=1 =0

a4 b (g
Ly jorf
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Pert — oo, I’esponenziale immaginario nell’ultima espressione non converge, continua a “oscillare”,
ma il suo modulo resta sempre pari a 1; al tempo stesso, e /T converge a zero esattamente come
s(t); quindi, per t — oo, il prodotto dei due esponenziali nell’ultima espressione converge a zero;
evidentemente, lo stesso prodotto vale 1 per t = 0, quindi si ha

—A A AT
“Tny OV T T ey T T g
zti2nf zti2nf J

S(f) (6.32)

Osserviamo che vale I’hermitianita, come diretta conseguenza del fatto che s(z) € reale: S(—f) =

§*(f)-

Ricaviamo le espressioni degli spettri di ampiezza e di fase.

|AT| At
S(F)| = _ 6.33
S() |1+ j27f 7| 1+(2nf7)? (633)
arg (SN ST _arg{1 + 21T} = — arctan(27 /1) (6.34)

Lo spettro di ampiezza assume il valore massimo A7 per f = 0 e ha un andamento pari e decrescente
per frequenze crescenti e positive; per frequenze sufficientemente grandi, decresce secondo I’inverso
della frequenza. Lo spettro di fase ¢ dispari e ha un andamento qualitativo analogo ma opposto a
quello dell’arcotangente, quindi & compreso tra —7/2 e 7/2 ed & negativo per f > 0 e positivo per
f<O.

N s

- Y
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A ayf)

Y

6.7 TCF di un treno di impulsi di Dirac

Consideriamo s(¢) = d(t) e ne definiamo la periodicizzazione su base Ty:

sp(t) =repp {s(t)} = i o(t —kTy) (6.35)
—

sp(t) ¢ periodico di periodo 7p, quindi puo essere sviluppato in serie di Fourier:

To/2 To/2 Ty/2
Sp= e [ syt = L[ gpmn 2 L gy
Ty —To/2 Ty —To/2 Ty —To/2 (6.36)
_ 1 e—jZTEVlZ/To — l
Ty t=0 Ty

Ovviamente, in questo modo abbiamo ricavato lo stesso risultato che si ottiene sfruttando la relazione

1 s(H=1 1
Son = =S = — V 6.37
pn = T ( T, > T n ( )
A questo punto, utilizzando la relazione di sintesi della TSF, possiamo esprimere s,(7) come segue:
l) _ i SpnejZn:nt/To — i i ej27tm‘/T0 ’ (6.38)
N—=—o0 0 N—=—o0

da cui risulta anche I’'uguaglianza notevole di Poisson:

Z (1 —kTp) = = Z el2mnt/To (6.39)

k=—oc0 0 n=—oo



6.8 TCF della funzione segno 93

Abbiamo gia visto che

el I §r— 1) (6.40)
quindi si ha
/Ty _ () ICE o (f_ %) (6.41)

e, sfruttando la linearita della TCF, possiamo scrivere che

SP(’):TL i pi2mnt /Ty TCE sp(f):Tio i 6(f—%) (6.42)

0 n=—o0 n=—oo

Abbiamo cosi dedotto che un treno di impulsi di Dirac ha come TCF ancora un treno di impulsi di
Dirac; in particolare, considerando il caso Tp = 0, si osserva che il treno di impulsi

Y 8¢k (6.43)
k= —oo

¢ la TCF di se stesso.
Inoltre, osserviamo che si ha

e n | n n
1= £ 5ws (- 2) = £ L5(2)(s-2) s
o) nzz_’oo o To nzz_'oo To \To To
cioe, ancora una volta, S,, (TSF) e S,,(f) (TCF) corrispondono al campionamento della TCF S(f) del
segnale s(¢) non periodicizzato; i campioni ottenuti dalla S(f) devono essere scalati di Ty per ottenere

i coefficienti della TSF, dopodiché, per ottenere S, ( f), vengono usati per pesare degli impulsi di Dirac
equispaziati di fo = 1/Tp.

6.8 TCF della funzione segno

Ripartiamo dall’esponenziale unilatero decrescente, considerando il caso A = 1:

N=eul), AreRY L g(f)= — - 6.45
e definiamo il seguente segnale reale e dispari:
—e'/T pert <0 —e /T pert <0
se(t) =s(t)—s(—t)=1<0 pert=0=140 pert =0 (6.46)

e /T pert>0 +e /T pert >0
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A st

1l/e t

~Y

Per le proprieta di linearita e di simmetria della TCEF, si ha

= _ Tt _l-j2nfr—1-)2xf7
S =S =80 = v jenft 1-jomfr 14+ (2nft)2
—jAnfr  —jAmftr* —jAnf (6.47)

- Tl+(27rfr)2 S 1+@rfr)? L4 (eny)?

Per valori crescenti di 7, il decadimento dell’esponenziale diventa sempre piu lento sia per ¢t > 0 che
per ¢ < 0, fino ad ottenere 1’andamento della funzione sgn(t) per T — oo:

—1 pert <0
sgn(t) =<0  pert=0 (6.48)
+1 pert >0

A sgn(t)

-1

La corrispondente TCF pud essere ottenuta facendo tendere T — oo nell’espressione di S¢(f):

—janf  —jAnf . 4xnf 1

lim S7(f) = li = = == 6.49
R N7 I T T T

<

—0

Quindi la TCF di sgn(t) & 1/(jrf):
sgn(r) XL L (6.50)
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Ricaviamo le espressioni degli spettri di ampiezza e di fase:

1 1 1
= = 6.51
jzf| = sl mf) D
1 L ) L v —m/2 perf>0
arg{m} = —arg{jnf} = —arg{jf} = {+ﬂ/2 per £ <0 (6.52)
A IS(T)
f
A O(f)
/2

Y
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Osservazione: come conseguenza del fatto che s;(¢) e sgn(z) sono reali e dispari, le loro TCF sono
immaginarie.

6.9 TCF del gradino unitario

Sommiamo una costante pari a 1 alla funzione segno, quindi dividiamo il risultato per 2:

—1 pert <0 0 pertr<O 0 pert <0

sgn(t) =<0 pert=0 = 1+sgn(t)=<1 pert=0 = E[H—sgn(t)]: 1/2 pert=0
+1 pert>0 2 pert>0 1 pert >0

(6.53)

A meno del valore nel punto ¢ = 0, il risultato corrisponde al gradino unitario (che abbiamo definito
come pari a 1 in 0). D’altra parte, abbiamo gia visto che due segnali che differiscono solo su un
insieme di punti di misura nulla, come in questo caso, hanno la stessa TCF; quindi possiamo affermare
che la TCF del gradino unitario u(z) coincide con quella di %[1 +sgn(t)].

Abbiamo gia visto che

1 £ 5(5) (6.54)
sgn(r) XL L (6.55)

nf
quindi, per la linearita della TCF, possiamo scrivere che

1 TcF 1 1] 1 1
e infine che 1 :
TCE



Capitolo 7

Esempi di calcolo di convoluzioni e
correlazioni

7.1 Convoluzione tra due rettangoli

Calcoliamo la convoluzione i seguenti segnali rettangolari:
A s (t)=Aqrect (t/T) AS,(t)=Agrect (t/T,)
A, A

~ Y

_T1/2 T1/2 Ft _T2/2 T2/2

Assumiamo, senza perdita di generalita, che sia 7 > T7; inoltre, nei grafici, per comodita di rappre-
sentazione, si assume A, > Ay, anche se i risultati ottenuti sono del tutto indipendenti da quest’ultima

assunzione e sono validi a prescindere da essa. Indichiamo con s(¢) la convoluzione in questione; si
ha:

oo

s(t) = 51(1) @s2(t) = / si(e)sa(r—x)dz (7.1)

Poiché I’integrale di convoluzione ¢ in 7, per illustrare graficamente 1’operazione di convoluzio-
ne ¢ opportuno riportare 1 segnali coinvolti usando appunto T come variabile dell’asse temporale.
Ci chiediamo quale sia I’andamento di s, (7 — 7) rispetto alla variabile temporale 7; poiché T com-
pare nell’argomento di s5(-) con un segno “—” davanti, il suo andamento sara ribaltato rispetto a
quello di s(7) (nel caso particolare in questione, anche dopo il ribaltamento, I’andamento sara an-
cora di forma rettangolare); per capire dove sia centrato tale andamento ribaltato, osserviamo che
s2(t — 1) = so[— (Tt —1)]; il “—” che precede la parentesi tonda al secondo membro di questa ugua-
glianza indica ancora che si tratta di un andamento ribaltato; il contenuto della parentesi tonda indica
che I’andamento in questione risulta centrato intorno a T = ¢, anziché intorno a 7 = (. Riassumendo,
sull’asse temporale T, sp(¢ — 7) risulta ribaltato e centrato intorno a T = ¢, dove ¢ ¢ ’istante in corri-
spondenza del quale si calcola la convoluzione. Quindi, per calcolare graficamente la convoluzione,
si disegna s (-) usando T come variabile dell’asse temporale; sotto il grafico cosi ottenuto, si disegna
il segnale s,(+) ribaltato e traslato verso destra di ¢, dove 7 ¢ I’istante per il quale si vuole calcolare la
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convoluzione s(¢); ovviamente, se ¢ > 0, ’andamento ribaltato di s,(+) risulta traslato verso destra di

t, mentre, se t < 0, I’andamento ribaltato di s,(-) risulta traslato verso sinistra di || = —z.
dsi@
A
T,/2 T,/2 i
dsi-1)
A
_T2/2 T2/2 ;'[
: A :
: S,(t-1) |
't 't (t>0
— A %ﬂ( )
L
L2 | t 12 1

Con riferimento alla figura appena vista, per il calcolo della convoluzione risulta opportuno di-
stinguere in cinque casi distinti, a seconda del valore di 7.

CASO1

A

$4(T)

t_T2/2 t

T2

- Y

In questo caso, i due rettangoli s;(7) e s2(¢ — T) non si sovrappongono in nessuna parte dell’asse 7; si

ha
1

t+ = <—=

2

T,

2

_T2—|—T1
2

(7.2)

Il prodotto dei due rettangoli ¢ nullo su tutto 1’asse reale, quindi I’integrale di convoluzione ¢ nullo:

CASO 2

s(t)=0

(7.3)
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A
Sy(t-T
H(t=T) A A,
$1(1)
t_T2/2 _T1/2 ;'[
t+T,/2  T,/2
In questo caso si ha
T L _T L+T L-T
LD R R gt - <t < — .

Poiché T, > Tj, per nessun valore di ¢ puod accadere che il rettangolo corrispondente a s,(+) si sovrap-
ponga completamente con il rettangolo corrispondente a s (-) lasciando sia alla sua destra che alla
sua sinistra delle parti di non sovrapposizione con quest’ultimo.

Nel caso che stiamo considerando, come si puo osservare dalla figura, la regione di sovrapposizione
tra i due rettangoli e, quindi, la regione in cui il prodotto da integrare ¢ non nullo, ¢ compresa tra
—T1/2 et+T/2, quindi

t+15/2
s)= [ A -AvdT = AAy {H@— (—ﬁﬂ = (1.5)
-T1/2 2 2
T+ T
= |s(t) = A4, (H—%) (7.6)
CASO 3
A
S,(t—T1)
T2 | T2 T

Questo caso si presenta solo se 7; ¢ strettamente maggiore di 77, mentre non si presenta se 7> = 11,
cioe se i1 due rettangoli hanno la stessa durata.
Dalla figura si deduce che

., T I,-T
+=>—= — t>=-
2 2 I,-T r,—-T
= |— 3 <t < 7 (7.7)
B< T, I<B—ﬂ

t__\__ X
2 2 2
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La regione in cui il prodotto da integrare ¢ non nullo, & compresa tra —77 /2 e T} /2, quindi

hi/2 I T
S(l) = /_Tl/zAl -ArdT =A1A> |:E — (—?)]

= S(t) =A1A>T)

Quindi, per i valori di ¢ corrispondenti a questo caso, s(¢) risulta costante.

(7.8)

(7.9)

CASO 4
A
A
a Sy(t-T)
Sy(T)
T,/2 t+T,/2 ~
t-T,2 T2

Questo caso si presenta quando il secondo rettangolo ribaltato trasla fino ad avere I’estremo sinistro

a destra dell’estremo sinistro del primo rettangolo, ma ancora a sinistra dell’

rettangolo, cioe quando

Tz—T1<t<T2+T1
2 T T2

Integrando sulla regione di sovrapposizione tra i due rettangoli si ottiene:

n/2 I I
t) = A-AydT=A1Ay | = — |t — =
) /IT2/2 b g [2 < 2 )]

T+ T —l‘>

= |s(t) =A1A; <

CASO 5

A

estremo destro del primo

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

Sy(t-1)

$4(T) A

“T/2 | T2 -T2
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Si torna a non avere sovrapposizione tra i due rettangoli, come nel caso 1; come si vede dalla
figura, si ha

I, T L+T
- > = .14
= >5 = 1> (7.14)
Come nel caso 1, si ha
s(t)=0 (7.15)
RIASSUMENDO
( T+ T
0 sef < — 2+ 0
2
T T, + T; T —T;
A1A2(t+ 2+ 1) —2+1<t\—221
— T T, —T;
s(t) = S A1A T, _ 2 g 2T (7.16)

T+ T T, —T T+ T
AiAs 2+ 11 e 2 1<t< 2+ 17
2 2
T+ T
0 set > 2+
. 2
As(t)
AR

~ Y

TN
—(TATY2  —(T=T)/2  (T=T)/2 (T,-T)/2

Ovviamente, se 71 = T, anziché un trapezio, si ottiene un triangolo.
Si nota che:
e la durata della convoluzione ¢ la somma delle durate, cio¢ la durata di s(z) & 7o + T1;

e I’instante di inizio della convoluzione ¢ la somma degli istanti di inizio dei segnali per i quali si
calcola la convoluzione;

e I’instante di fine della convoluzione ¢ la somma degli istanti di fine dei segnali per i quali si
calcola la convoluzione.
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7.2 Autocorrelazione del rettangolo

Consideriamo il segnale rettangolare

La sua autocorrelazione &

css(T) = /_is(t) s*(t — 1)dr = A? /_O:orect (%) rect (t_TT) dt

Poiché s(t) & reale, c5(7) € pari, quindi inizialmente si considera solo T > 0.

Consideriamo il caso0 <t < T.

rect (t/T) A . rect [(t—1)/T]

— _— e -
T

(7.17)

(7.18)

-T/2 T/2

-~

Come si vede dalla figura, I’intervallo comune alle due rect(-) & (t—17/2,T /2), quindi

T/2
eos(T) = /TT/ZA Adt = AT )2 — (1—T/2)] = AX(T 1)

(7.19)

e si ottiene un andamento linearmente decrescente; agli estremi dell’intervallo considerato per 7 si ha

css(T) =T per T=0¢e cg(7) =0 per T =T, come illustrato dalla seguente figura.

Css(T)
AT

Consideriamo il caso 7 > T.

—
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A
rect®/T) A A

|
- ————
|

rect[(t-T)/T]

—T/2 LTI2 -T2 T2

t

Come si vede dalla figura, non ¢’¢ sovrapposizione, quindi il prodotto delle due rect(-) ¢ nullo su tutto
I’asse reale e I’integrale di correlazione & zero: cg(7) = 0.

Riassumendo i due casi considerati, per T > 0 si ha

= {§17 0 mosrer
A questo punto si tiene presente che c¢gs(7) € una funzione pari e si considerano i seguenti casi:
e per —T < 7 < 0sihacg(T)=cs(—7),con0 < —7 < T, quindi
css(T) = css(—7) :AZ[T —(=7)]= AZ(T +17) = AZ(T — 7)) (7.21)

e quest’ultima espressione ¢ valida anche per 0 < 7 < 7, intervallo nel quale evidentemente si
ha 1] =T.

e per T < —T sihacg(T) = cg(—7), con —7 > T, quindi si ha cg(7) = 0.

Riassumendo, si puo scrivere che

A%(T — <T
ees(T) = (T —|z]) selt| (7.22)
0 se |t| >T
Css(T)
AT
T | T T

Si nota che I’autocorrelazione ¢ s(7) ha durata 27, doppia della durata T di s(¢), come ci si aspettava.

7.3 Autocorrelazione dell’esponenziale unilatero
Valutiamo I’autocorrelazione dell’esponenziale unilatero

s(t) =eu(r) (7.23)
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A s(t)

1/e

~Y

~1

(7.24)

1
(=04+1)= Ee—\f\

L’espressione ottenuta corrisponde gia a una funzione pari di 7, quindi, sia per T positivi che per T
negativi, si puo scrivere

css(T) = ze 17! (7.25)
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7.4 Filtro adattato

h(t)

X(t) FILTRO y(t)
ADATTATO

Si considera un sistema, indicato nella figura come filtro adattato, la cui risposta impulsiva & definita
come segue:

h(t) = x"(to—1) (7.26)
dove x(t) ¢ una particolare forma d’onda da “riconoscere”, a cui si vuole “adattare” il filtro in que-
stione. Perché il filtro cosi definito sia fisicamente realizzabile, ¢ necessario rispettare il vincolo di
causalita, che impone

h(t)=x"(tg—1t) =0pert <0 (7.27)
Effettuando la sostituzione ¢’ = #y — ¢, si deduce che deve essere
, ! =ty—t , ,
x(t') = 0 per (<0 = x(t')=0pert >t (7.28)

Questo vuol dire che

e x(1) deve essere nullo per ¢ sufficientemente grande;

e 1y deve essere scelto sufficientemente grande, in modo da cadere in una regione in cui x(¢) si &
gia definitivamente annullato.

Nel caso in cui x(7) sia un segnale che decresce a partire da un certo istante, senza perd mai raggiun-
gere lo zero (ad esempio nel caso in cui lo zero sia un asintoto di x(¢) per t — o0), 1y deve essere scelto
sufficientemente grande, in modo da poter trascurare la “coda” di x(¢) per t > t.

L’uscita del filtro ha la seguente espressione:

oo

3(1) = x(1) @ (1) = / " (D)t —1)dT = / (D) (to — (1 — 7))dT
- - o - (7.29)
_ /_ (O (T4~ 1)dT = / M(T) (T — (1 —1o))dT

—o0

Ricordiamo e manipoliamo I’espressione dell’autocorrelazione di x(z):

cucl(T) 2 / ix(t)x*(t—r)dt: / Zx(g)x*(g—f)dg = (7.30)

oo

= cnlt) = /_ (G (§ 1) = / KW (T —1)d7 (7.31)

—o0

Per confronto con 1’espressione ottenuta per y(z), si deduce che

(1) = cxx(t —10) (7.32)

Quindi si ha
(o) = exx(to — 1) = cxx(0) = Ex (7.33)
In pratica, il fitro adattato compie una correlazione tra il segnale di ingresso e il segnale x(¢) che si

vuole “riconoscere”; quando tale correlazione assume un valore molto grande, si puo assumere di
avere avuto in entrata proprio la forma d’onda a cui il filtro ¢ adattato.
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7.5 Soluzione dell’esercizio 8 della prima parte

Punto 1
Si ha
1 0T
h(t) = x(T —1) = x(1) :{ > (7.34)

0 altrove

h(t) corrisponde a un sistema che, oltre ad essere LTI, &
e causale: h(t) =0 pert < 0;
e stabile: /() & limitata e di durata finita.

Il sistema compreso tra x(¢) e y; (¢) & caratterizzato dalla relazione ingresso—uscita y; (1) = x(¢) +x(r —
T), quindi ¢ evidentemente LTI, cosicché si pud determinare la corrispondente risposta impulsiva
hi(t) =8(t)+ 6(t —T), che gode delle seguenti proprieta:

e causalita: 1 (1) =0 pert < 0;
e stabilita:

/w Iy (1)|di = 2 < oo (7.35)

Quindi I'intero sistema ¢ la cascata di due sistemi LTI, causali e stabili, ed ¢ a sua volta un sistema
LTI, causale e stabile.

Punto 2
Poiché il sistema descritto da i(r) & LTI, vale I’equivalenza tra I’intero sistema e il seguente schema
a blocchi:

Xt SISTEMA LTI %0 f (:)—>y(t)

+
JAYb(t)
T —=| SISTEMA LTI

Si ha:

[e] o

valt) =x() @) = [~ (@it - 0= [ x(on(T— (- )z
B cxx(+) reale (736)

Z/_oox(‘c)x(f—i—T—l)dT:/ K(O)x(t— (1 = T))dr “ L™ et —1)

—o0

dove ¢y () € I'autocorrelazione di un rettangolo di ampiezza A = 1 e di durata 7

T—lt| se|t|<T
Css(T) = 7.37
s5(7) {0 se|t| >T (737
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Inoltre, poiché il sistema descritto da h(t) ¢ LTI, se y,(¢) € la risposta a x(z), allora la risposta y,(¢) a
x(t=T)ey,(t—T):

V(1) =ya(t —=T) = cxx(t —27) (7.38)
Quindi, complessivamente,
() =ya(t) +yp(t) = ya(t) +ya(t = T) = cxx(t = T) 4 cxx(t —2T) (7.39)
Graficamente:
y(®)
{
o U /\\\/[\\ -
-T | T ‘ 2T 3T t
Col) Coll=T)  Co{t=2T)
Come si vede dalla figura, si ha
(0 set <0
t se0<r T
y(t)=<T se T <t<2T (7.40)
3T —t se2T <t <3T
0 set > 3T
Punto 3
y(t) puo essere vista come la convoluzione tra i segnali
t—T/2 t—T
xi(t) = rect( T/ ) ,  x2(t) =rect (7) (7.41)

quindi la sua TCF Y (f) ¢ il prodotto delle TCF di x;(¢) e xp(z):
Y(f) =X1(f) - X2(f) (7.42)

Xi1(f) & la TCF di un impulso rettangolare di durata 7 e il cui centro & ritardato di 7 /2 rispetto
all’origine: ‘ .
X, (f) = e 27T2 Tsine(fT) = e /™7 Tsinc(fT) (7.43)

X>(f) & la TCF di un impulso rettangolare di durata 27 e il cui centro & ritardato di T rispetto
all’origine: _ .
X (f) = e 2T 2T sinc(f-2T) = e /T2 sinc(2fT) (7.44)
Quindi
Y(f) =Xi1(f)-Xa(f) = e /™ T Tsinc(fT) - e ™ T2 sinc(2fT)
= ¢ BT 272 sinc(fT) - sinc(2fT) (7.45)
|-|=1
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e lo spettro di energia di y(z) ¢

4T *sinc?(fT)sinc?(2fT)

(7.46)
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